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PREFAZIONE 


Quando nella mia scuola dell’Università Romana in- 
trodussi i miei elementi di Meccanica ed Idraulica in- 
vece dei pregiatissimi del Professore Giuseppe Vcntu- 
roli mi penso aver incorso la taccia di sfacciato pre- 
suntuoso- 

A purgarmi da questa addurrò i motivi che mi hanno 
stimolato a colai sostituizione , e come nella com- 
pilazione dei detti Elementi mi sia diportato relati- 
vamente a quelli del celebre Autore. Primamente 
dopo la non recente pubblicazione di questi la Mate- 
matica avendo progredito in nuove maniere di dimo- 
strazione dei Teoremi e nel modo di calcolare, era ne- 
cessario far risentir ciò alia scienza Meccanica ed I- 
draniica. Inoltre voleva dare una unità alla Teoria delle 


Digitized by Google 



forze e doU’equilibrio, ed a ciò ho provveduto colla 
teoria delle Coppio e delle velocità virtuali. Mi era 
poi a cuore T agevolare agli Architetti la cognizione 
delle verità per loro interessanti , il che ho ottenuto 
spingendo le teorie quanto si può in avanti senza bi- 
sogno di calcolo differenziale. 

Riguardo poi agli Elementi del Venturoli ho por- 
tato di peso anche con le stesse parole nel corpo 
de’ miei le teorie che sono esclusive a quei pregiati 
Elementi che riguardano l’ Architettura Meccanica. Da 
ciò risulterà tutto al contrario di che si sia potuto 
pensare intorno alla mia sostituzione perchè vi ho con- 
servato il più bello dell’opera che ha ceduto il posto. 
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ELEMENTI DI MECCANICA 


v 

PROEMIO 


1. Natura della Inerzia. Quantunque il moto sia cosi 
comune a tulli i corpi «lei nostro globo, che non se ne possa 
trovare la minima particella in quiete, pur v’é distinzione 
fra materia e moto, c conosciamo possibile poter essere i 
corpi in quiete assoluta, come poter essere capaci di avere, 
oltre il molo comune doppio pel doppio moto della terra, 
i due moti proprii progressivo e rotatorio. Quindi la ma- 
teria o i corpi si considerano come indifferenti al moto , 
cosicché se essi sono in quiete quanto è da se rimangono 
in questo stalo, come anche da per se perseverano nel molo 
quando siano in questo stato. Questa indifferenza dei corpi 
si chiama inerzia, perciò l’inerzia è l' indifferenza de' corpi 
alla quiete ed al moto, o l'inattitudine che hanno di passare 
da se o per principio intrinseco dalla quiete al moto, c dal 
moto alla quiete. Da ciò si vede che l'wnia non è forza 
come da taluni si vuol stimare c chiamare. 

2. Definizione della forza. I corpi colla indicala in- 
differenza passano senza apporre alcuua opposizione allo 
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stato opposto a quello in cui si trovano sia di quiete sia 
di moto, e ciò per una causa estrinseca che si chiama forza : 
quindi la forza , qualunque essa sia in sé, che ci é inco- 
gnita, è la causa che fa passare i corpi dalla quiete al moto, 
e dal moto alla quiete. 

3. Difficoltà contro la definizione dell’ Inerzia. 

Ho detto che i corpi non oppongono alcuna resistenza alla 
forza, al che sembra contraria l'esperienza. Infatti Se una 
forza agisce contro una massa un poco grande questa non 
si muove in sul primo agire della forza, e sembra reagire 
contro di essa. Col far però una riflessione un poco in- 
trinseca si vede questo fenomeno provenir proprio dall’in- 
difTerenza o inerzia de' corpi ; imperocché per questa in- 
differenza, come tutta la massa deve essere determinata dalla 
forza ad una direzione, c ad una velocità, cosi vi debbono 
essere determinate tutte le molecole: anzi la massa non può 
prendere una direzione, ed una velocità se non in conse- 
guenza che l’abbiano presa le sue molecole; quindi, onde 
la forza abbia il suo effetto a muovere il corpo, deve di- 
vidersi ugualmente nelle di lui uguali molecole : ma per 
questa ripartizione si richiede un tempo , quindi nel 
primo istante dell’ azione della forza é conseguenza della 
inerzia che il corpo non si muova: ed è questa l’apparente 
resistenza, che proviene piuttosto dall' impenetrabilità del 
corpo in quel principio immobile, che dal suo posto esclude 
altro corpo. 

4. Definizione più semplice della forza. Quantun- 
que la forza si sia definita la causa della quiete , c del 
moto, pur si può definire semplicemente la causa del moto: 
perché anche quando porta i corpi dal moto alla quiete , 
è causa di ipfertv poiché non la può produrre che cau- 
sando un moto eguale c contrario all'aUuale de’ corpi. 

5. Tempo In cnl «'Intende agire la forza. Quan- 
do si dice forza o causa del moto, si dice il meno che si 
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richiegga per produrre il molo , ed a ciò basta un im- 
pulso istantaneo: quindi la forra s'intende tempre agire in 
un istante, e se agisce continuamente, come suol essere nella 
natura , $’ intende questo continuo agire della forza come 
una continuata serie d’impulsi istantanei, o di forze. 

6. Definizione del moto. Fin qui dell’inerzia de'corpi 
c delle forze; ora é a dirsi del moto. 

Non brigandoci della natura ontologici: del moto, ne da- 
remo la definizione che serva alla meccanica. 

Il moto i la coesistenxa in atto , o in fatto dello spazio 
percorso da un mobile, del tempo che esso v'impiega, e della 
velocità colla quale lo percorre ; infatti altri elementi non 
si trovano nel moto, ed ogni moto da questi soli risalta. 

7. Spazio nel moto. Lo spazio nel moto i la linea retta 
o curva che il mobile descrive , e da questo si caratterizza 
il molo rettilineo, o curvilineo. 

8. Tempo. Il tempo, lasciando la sua realtà psicologica, 
è la successione regolare de' fenomeni, perché questa succes- 
sione, alla maniera degli oggetti per la mente, produce il 
reai tempo, che è un ente assolutamente mentale. Cosi il 
tempo si misura dal moto regolare degli astri, per esem- 
pio dal numero delle uguali porzioni di archi circolari de- 
scritti dalle stelle, o dall’indice di un orologio, archi che 
in questo si chiamono ore, quarti, e minuti ec. Da ciò si 
vede che anche il tempo si può avere in linee. 

9. Velocità. La velocità nella sua natura è un ente men- 
tale, ed è un giudizio fatto dalla mente nel paragonare due 
spazii percorsi nello stesso tempo. Cosi se mi si dice, che di due 
corpi in moto, l’uno in un ora percorre tre miglia, e l’altro 
dodici, all'Istante formo il giudizio, essere la velocità del se- 
condo quadruplo di quella del primo. Da ciò si vede che 
a formare giudizio di velocità basta presentare alla mente 
spazii percorsi nello stesso tempo, perché facendone essa il 
quoto forma subito il giudizio della velocità dei mobili : 
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quindi in calcolo per velocità s’inlende lo spazio percorso 
dal mobile in un determinato tempo, che si prende per unità. 

10. Da tatto ciò si vede che i tre elementi costituenti 
il moto sono sempre sparii o lince. 

11. Coatltuentl della forza Sono da considerarsi tre 
elementi nella forza: la sua natura, la sua direzione e la 
sua intensità. La natura della forza è sempre rettilinea , 
perché la forza essendo un impulso istantaneo, (§ 5) in un 
istante non può avere che una sola direzione o essere un 
impulso rettilineo. La direzione della forza è la direzione 
per la quale tende a spingere il mobile , o è un determi- 
nato collocamento nello spazio della retta per la quale spinge 
il mobile. L’ intensità della forza è la velocità che comu- 
nica al mobile, o é (§ 9) la lunghezza di una retta che tende 
a fargli percorrere in un dato tempo. 

12. Rappresentanza della forza. Da ciò si vede cho 
la forza si può rappresentare per una rotta di data gran- 
dezza, o di data posizione nello spazio. Infatti dalla natura 
della rotta è rappresentata la natura rettilinea della forza; 
dalla determinata posizione della retta nello spazio 6 espressa 
la direzione della forza ; c dalla lunghezza della retta è 
valutala la sua intensità. 

Quando dunque si dice che la forza AB è espressa dalla 
retta AB, ciò indica che la forza è applicala al punto A, che 
agisce da A in B o che spinge il mobile da A verso B per 
la retta AB, e che in un determinato tempo da stabilirsi dal 
meccanico tende a fargli percorrere la retta AB. 

13. Le rette rappresentanti le forze possono va- 
riare In nn costante rapporto. Da ciò si vede che le 
lunghezze delle rette esprimenti le intensità delle forze non 
sono assolute, ma possono variare a piacere solo conservando 
fra di loro un determinato rapporto. Infatti essendo quo- 
stc lunghezze sparii percorsi in un dato tempo fìssalo dal 
meccanico , potendosi far questo multiplo o summultiplo , 
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della stessa multiplicilà, e summultiplicità saranno le rette 
in proposito, per lo cbé varieranno a piacere, ma sempre 
in una ragione fissa. 

14. Hnpprcsentanzn geometrica e di calcolo delle 
forze. Per colai modo le forze sono espresse in quautità geo- 
metriche si nella loro intensità, che nella loro direzione. L’in- 
tensità delle forze sono le lunghezze delle rette e queste 
esprimono gli spazii che le forze tendono a far percorrere al 
mobile in una unità di tempo. Le direzioni sono espresse 
dagli angoli che queste rette fanno con tre, o con due assi 
secondo che la retta è nello spazio o in un piano dato. Da 
ciò si vede che V intensità e la direzione delle forze si pos- 
sono rappresentare per mezzo della geometria. Ma si possono 
ancora esprimere in calcolo. Imperciocché so la retta rap- 
presentante una forza si prende per unità, e le rette rap- 
presentanti altre forze si valutano in questa unità, queste 
diventano numeri. Gli angoli poi, che come testé abbiamo 
veduto rappresentano le direzioni delle forze, qualora sieno 
dati in lince trigonometriche, insieme colle direzioni delle 
forze, souo dati in valore. 

Come la natura rettilinea della forza è rappresentata dalla 
linea retta , cosi I’ equazione della retta rappresenterà in 
calcolo la delta natura delia forza ; ed ecco come colla 
geometria si può rappresentare la natura , V intensità , e 
la direzione della forza-, c come questi tre clementi si pos- 
sano dare in quautità, e perciò calcolare. 

15. Corpi a coi sono applicate le forze. Le forze 
sono applicate ai corpi: ora questi si distinguono anche nella 
meccanica in solidi, e liquidi. Il solido di meccanica é un 
aggregato di molecole cosi collegnte che non possono essere 
spostate dalle forze che attualmente sono al corpo applicate. 

Liquido in meccanica 6 un aggregato di molecole le quali 
sebbene abbiano qualche forza di adesione o coesione fra loro, 
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questa ti contidtra nulla relativamente alle forze che ad esse 
t’intendono applicate. Fra i liquidi vi sono di quelli che 
all'azione delle forze cambiano densità o volume, c quelli 
che non la cambiano; i primi si chiamano fluidi compres- 
sibili, gli altri incompressibili. Se quelli fedendo all’azione 
e perciò raddensandosi, e cambiando di figura, tendono a 
ristabilirsi nella disposizione antecedente delle molecole, si 
dicono fluidi elastici. 

16. (Materni delle forze. L’insieme delle forze appli- 
cate alle molecole d'un corpo sia liqnido o solido, si dice 
sistema delle forze : quindi un sistema di forze é V assie- 
me delle forze applicate ai punti in qualche maniera colle- 
gati di un solido, o fra loro slegati come in una data massa 
fluida. 

17. equilibrio 11 moto è sempre prodotto dalla forza 
o dalle forze. Non ne viene però in conseguenza che nei 
corpi in quiete non agiscano forze, perché è chiaro poter 

• avvenire, che queste per le loro intensità e direzione si di- 
struggano. Questo stalo in cui le forze applicate ad un 
corpo si distruggono si dice equilibrio delle forze : quindi 
l’equilibrio delle forze é lo stato in cui esse non producono 
l'effetto, che è il moto. 

18. Scopo della meccanica 11 moto altre volte é utile 
ed altre é dannoso; per esempio il molo del pendolo è utile 
ad indicarci il tempo, il moto delle fabbriche é pernicioso. 
L’esistenza e la regolarità del moto utile è del più vasto 
interesse : ed è ancora assai interessante aver principii e 
metodi per impedire il moto pernicioso, ossia affinchè le 
forze sieno in equilibrio nei corpi che nou si debbono muo- 
vere. La scienza che ba questo doppio oggetto dicesi Mec- 
canica, quindi la meccanica è la scienza del moto per impe- 
dirlo, o per produrlo e regolarlo. 

19. Del coatltaentt del moto II molo (§ 6) è costi- 
tuito, come da clementi, dallo spazio percorso, dal tempo 
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impiegato a percorrerlo, e dalla velocità colla quale si per- 
corre; la causa poi assoluta del moto é la forza (§ 4), quindi 
la teoria del moto è tutta nella relazione di questi quattro 
elementi fona , spailo , tempo t velocità : perciò 1’ equa- 
zioni per dimostrarne le proprietà e per risolverne i pro- 
blemi debbono essere equazioni fra le dette quattro quan- 
tità costituenti il moto, l'una, che è la forza come causa; 
e gli altri come clementi del molo. Ora si vede chiaro che 
queste equazioni non possono essere ne più ne meno di due, 
perchè delle dette quattro quantità due sone le indipen- 
denti , e le altre due sono funzioni di qnesle. Infatti le 
quantità indipendenti sono lo spazio ed il tempo: poiché la 
velocità è (§ 9) lo spazio percorso in una unità di tempo, 
c la forza che in intensità è la velocità comunicata, come 
questa, è data in spazio e tempo 

20. DIntlnifaiie del moti. Il molo altro è progressivo 
ed altro rotatorio. 

21. Molo progressivo. 11 moto progressivo è quello 
nel quale i punti materiali del corpo son tutti -mobili, e 

non se ne trova uno, che almeno istantaneamente non si 
muova. In questo moto tutti i punti materiali hanno la stessa 
velocità, e muovendosi in linee qualunque i loro elementi 
infinitesimi o le lineole rette infinitesime percorse sono pa- 
rallele. La velocità poi di tutto il corpo é la velocità di cia- 
scuno dei suoi punti materiali. 

22. Moto rotatorio. Il moto rotatorio ha luogo quando 
nel corpo vi sia almeno un punto istantaneamente immo- 
bile. Per avere la rotazione possono essere immobili anche 
due, c un numero qualunque di punti ma in linea retta. 
Nel caso di due ponti immobili si ha la rotazione intorno 
ad un asse. 

Se si abbiano soli tre punti immobili non in linea retta 
non si ha rotazione, perchè congiunti i tre punti con tre 
rette a formare un triangolo , la velocità intorno a eia- 


— 8 — 

scuna di queste tre rette è impedita dalia immobilità del 
vertice del triangolo opposto ni lato in proposito. Alle volte 
il punto o asse di rotazione è assolutamente immobile cioè 
è immobile e relativamente allo spazio, e relativamente agli 
altri punti del corpo; e v’ba quando è immobile solo rela- 
tivamente ai punti del sistema, e mobile riguardo ai punti 
dello spazio. Per esempio I' asse della terra é mobile ri- 
guardo ai punti dello spazio, ed è immobile relativamente 
agli altri punti terrestri. In questo caso si ha nel corpo il 
moto rotatorio intorno al punto o all’asse, ed il moto pro- 
gressivo di tutti i punti del sistema rispetto lo spazio re- 
lativamente al quale sono immobili. 

Nel caso del punto o asse assolutamente immobile si ba 
il solo molo rotatorio. 

23. Partizione della meccanica. Dopo ciò dividere- 
mo la meccanica in tre parli, in Dinamica, in Statica , ed 
in Cinamica. Poiché le forze sono le cause e le direttrici 
del moto, e sono quelle che debbono avere nullo l’eSctto 
nell'equilibrio , è necessaria la prima parte ebe tratti di 
esse in genere, e questa parte l'abbiam chiamata Dinamica, 
che indica il trattato delle forze. Viene in seguito l'altra 
parte che tratta delle condizioni onde le forze siano in e- 
quilibrio e questa è detta Statica da stare o essere fermo. 
Finalmente la terza parte deve trattare dell’ effetto delle 
forze o del moto, e questa si è delta Cinamica dal verbo 
greco ebe vuol dire muovere. 
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PARTEPRIMA 


DINAMICA 


CAPO I. 

C t imposizione e decomposizione delle forze 
applicate ad un punto. 

1. Risultante e componenti Si supponga un numero 
qualunque di forze di qualunque intensità e direzione che 
siano applicale ad un punto: poiché esse sono simultanee 
cd istantanee in quest'istante non potranno spingere il' punto 
che per una determinata direzione, cioè per una retta , e 
comunicargli una determinata velocità , quindi il punto è 
nello stesso stato che se fosse spinto da una sola forza che 
lo muovesse per quella determinala direzione, e gli comu- 
nicasse quella velocità. Questa forza ideale di un reale 
effetto si chiama forza risultante, o risultante , e le forze 
applicate si dicono le sue componenti : dunque risultante 
di più forze applicate ad un punto i quella che si suppone 
produrre l'effetto unico delle dette forze. 

2. Equilibrio delle forze applicate ad un punto. 
Nel caso che il sistema delle forze applicate ad un punto 
non produca l'effetto che é il moto o che siano iu equili- 
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brio , la risultanti* è nulla : c viceversa se nulla è la ri- 
sultante di date forze, queste sono in equilibrio. 

3. IhIcdm del» 'equilibrio delle forze. Il caso del- 
l'equilibrio, che é chiaro, e che si tiene per assioma è che 
due forte uguali ed opposte secondo una retta applicate ad 
un punto sono in equilibrio: viceversa se due forze applicate 
ad un punto sono in equilibrio debbono essere uguali ed op- 
poste secondo una retta. Infatti se non fossero secondo una 
retta farebbero un angolo. In tal caso ciascuna delle due 
forze traendo il punto al disotto della retta direzione del- 
I’ altra , il punto anderà per una retta che taglia il detto 
angolo delle forze , perchè i soli punti di questo angolo 
sono al di sotto delle rette direzioni delle due forze. 

4. Cast nel quali •! conosce la risaltante delle 
forze applicate ad nn punto. 1 casi in cui si conosce 
la risultante di più forze applicate ad un punto sono due 
1° quando le forze sono dirette secondo una retta che si 
dicono forte cospiranti: 2° quando sono secondo una retta 
ma le une opposte alle altre. Infatti nel primo caso la ri- 
sultante è uguale alla somma delle componenti, posta nella 
retta comune , ed agente pel loro verso. Ciò viene dalla 
idea della forza considerata come grandezza. Infatti qual è 
l’idea che uno si potrebbe formare d'una forza doppia tri- 
pla quadrupla cc. di un’altra se non col supporre che secondo 
la retta in cui questa agisce su d’un punto siano applicate 
una due, tre cc. forze uguali alla proposta ed agenti per 
lo stesso verso? Andando al secondo caso e considerando 
solo due forze P, c Q direttamente opposte, se Q e mag- 
giore di P, si separi in Q una parte uguale a P , questa 
essendo uguale ed opposta alla delta P si eliderà con essa, 
c rimarrà la sola parte di Q, che è Q- P , cioè la diffe- 
renza delle due forze. Se poi p, p, p" cc. siano le forze 
applicate ad un punto ed agenti in un senso secondo una 
retta, e q, q', y" ec. siano forze applicate allo stesso punto 
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di re Ile in senso opposto, e collocale sulla detta retta, le pri- 
me forze pel teorema antecedente equivalendo ad una forza 
unica P uguale alla loro somma, c le altre opposte equi- 
valendo alla loro somma che esprimeremo per 0» I® risul- 
tante sarà la differenza Q — P, cioè sarà la differenza fra 
la somma delle forze agenti in un senso, c la somma delle 
forze opposte. 

5. Traslazione di nna forza. Nei divisali casi ed 
in altri non è necessario che le forze siano applicate im- 
mediatamente ad un punto stabilito del sistema , perche 
nella meccanica si ha come fondamentale il seguente teo- 
rema. Una fona applicata ad un punto ti può trasportare 
ovunque sulla fletta retta fecondo la quale agisce , purché 
mantenga la stessa direzione, ed invincibile collegamento col 
punto primitivo. 

Infatti se al punto B sia applicala la forza P s'immagini 
che prolungala la retta B in A 
al punto A siano applicate due 
forze AP', AP" opposte secondo 
la stessa retta PBAP'*, ed uguali 
alla proposta BP, queste due for- 
ze annullandosi (§ 3) egli è avere 

aggiunto un zero di forza alla proposta; ma le due forze 
P, P" si annullano : dunque per la stessa ragione si pos- 
sono togliere, ed in questo caso l’efFctlo di BP é prodotto 
da AP'. 

B. Altra maniera d’ enunciare II teorema della 
trattazione d una forza. Si vede poi chiaro che il no- 
stro teorema si può enunciare anche cosi. L'effetto d'una 
forza in un tislema di punti invincibilmente collegati non si 
cambia se questa forza ti trasporti dovunque sulla sua retta, 
purché prosegua ad agire per lo stesso verso, e sia inv ina- 
bilmente collegata al detto sistema. 




— 12 - 

7. Direzione dello risaltante di due forze ango- 
lari uguali Se due forze applicale ad angolo ad un punlo 
siano uguali la direzione della risultante divide in mezzo 
l'angolo da esse fatto; perchè non v’è ragione onde la della 
direzione si avvicini più all'una che all'altra. 

8 . SI ricava la risaltante In an numero qualun- 
que di forze In equilibrio applicate ad un punto. 
Se un sistema qualunque di forze P, Q, R, S cc. siano 
in equilibrio, una qualunque di queste è uguale c diret- 
tamente contraria alla risultante delle altre: per es. la P è 
direttamente opposta alla risultante delle Q, R, S cc. In- 
fatti la P in equilibrio colle Q, P, S cc. distrugge il loro 
cflclto, ossia distrugge la forza di questo dletto che è la 
risultante. Ora due forze (§ 3) applicate ad un punlo non 
possono distruggersi se non csseudo uguali e direttamente 
opposte, dunque la P è uguale c direttamente opposta alla 
risultante delle altre colle quali è in equilibrio. 

9. SI trova la risultante di due forze applicate 
ud un punto. Siano al punto A applicate due forze tali, 

che se I' una agisse sola farebbe 
percorrere al punto la retta AB 
in uu tempo t, e se l'altra fosse 
sola nello stesso tempo gli fa- 
rebbe percorrere AC : dico che 
per l’impulso simultaneo delie due 

forze nello stesso tempo t il punto percorrerà la diago- 
nale AD del parallelogrammo BC costruito sulle dette rette 
AB, AC. 

Infatti poiché AC è parallela a BD, la forza che spinge 
il punlo per AC non lo avvicinerò a Bl) , ne da questa 
l’allontanerà : ora un cITello della forza per AB è quello 
di menare il punlo A nel tempo I sopra la BD non 
essendo essa ne favorita ne contrariala in questo cf- 
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fello dalla forza che agisce secondo AC, ed il punlo A dopo 
il tempo ( dovrà trovarsi in un punlo di BD prolungalo 
se sia d'uopo. Ragionando allo stesso modo sulla forza per 
AC che tende a condurre il punto A nel tempo t sopra CD 
non puuto modificala dall'altra che agisce secondo AB paral- 
lela alla retta CD , si ricaverà che il punto A nel tempo 
t dovrà trovarsi su di un punto di CD: dunque per l’a- 
zione simultanea delle due forze il punto A dopo il tempo 
l dovrà trovarsi e sopra BD, e sopra CD , dunque dovrà 
trovarsi nell’unico punlo comune D. Ma per l'impulso si- 
multaneo ed istantaneo delle due forze il punlo A non può 
percorrere che una linea retta (din. § 1), dunque da A in 
B, uel tempo I, va per la retta AD, che è il teorema. 

10. Le rette AB , AC esprimono le direzioni delle duo 
forze ; di più sono le due rette che le due forze tendono 
a far percorrere al punto nello stesso tempo t: dunque c- 
sprimono le velocità comunicate o le loro intensità ; 
quindi rappresentano le due forze. La retta AD rappresenta 
l'cITello delle due forze, dunque rappresenta la loro risul- 
tante. Da ciò viene che se si prendano rette rappresentanti 
due forze che animano simultaneamente un punlo c su 
queste si costruisca un parallelogrammo, la diagonale con- 
dotta dal detto punto rappresenterà la loro risultante. 

Questo é il cosi detto teorema del parallelogrammo delle 
forse. 

11. Anallnl della trovala ributtante. Si vede che in 
questo teorema sono sei gli elementi : le due componenti 
la risultante ed i tre angoli BAD, DAC , BAC che fanno 
fra loro. Ora questi sci clementi si trovano in ciascuno 
dei due triangoli DAB , DAC. Per esempio nel trian- 
golo DAR i iati AB, BD, AD sono le intensità delle com- 
ponenti e della risultante. Gli angoli BAD, BDA=DAC 
sono gli angoli fatti dalle componenti colla . risultante, e l'an- 
golo ABD è il supplemento dell’ angolo CAB fatto dalle 
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due componenti. Da ciò si ricava, che se in un triangolo 
due lati AB, BD siano le intensità delle componenti , il 
terzo AD sarà l'intensità della risnltantc, e gli angoli ADB, 
BAD incontro ai lati AB e BD sono gli angoli che le com- 
ponenti fanno colla risultante, e 1’ angolo B incontro alla 
risultante è il supplemento dell'angolo fatto dalle due com- 
ponenti. Da ciò viene che il teorema del parallelogrammo 
delle forze s’identilica col triangolo, bastando dir due lati 
componenti, il terzo risultante , l’angolo incontro a questo 
il supplemento dell' angolo fatto dalle componenti, e gli 
altri due angoli quelli fatti dalle componenti colla risultante. 

Ora in maltematica abbiamo due trattati sul triangolo , 
uno geometrico e l'altro trigonometrico. Il geometrico dà 
le proprietà del triangolo e risolve problemi di costruzione 
dei triangoli. Il trigonometrico lega con equazioni i valori 
degli clementi del triangolo. Se dunque in questi due trat- 
tali si convertano i lati in forze e gli angoli in angoli fatti 
da queste forze, come si é detto, avremo le relazioni, al- 
gebriche degli elementi del teorema del parallelogrammo 
delle forze. Colle costruzioni de'triangoli, dati in lince al- 
cuni elementi del detto teorema, potremo trovare gli altri; 
ed avremo ('equazioni fra i detti elementi per trovare colla 
loro soluzione i valori di alcuni di essi cogniti 'gli altri. 

12. Proprietà geometriche del triangolo traspor- 
tato nel parallelogrammo delle forze. Riguardo alle 
proprietà geometriche del triangolo sappiamo che questo 
è dato quando sono dati tre dei suoi sei elementi tra 
i quali esista almeno un lato. Di qui dedurremo che 
quando dei sei elementi del parallelogrammo delle forze ne 
son dati tre , tra i quali vi sia almeno una forza, ti pos- 
sono trovare gli altri tre. In questa specie di problemi se tra 
gli clementi incogniti v’è la risultante si dice composizione 
di forze, se poi tra le quantità incognite vi sia una com- 
ponente , si dice decomposizione di forze. Da ciò si vede 
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con quanta facilità ai possano proporre problemi per la 
composizione e decomposizione delle forze , e quando gli 
elementi cogniti siano dati in rette, come colle costru- 
zioni della geometria si possono trovare in rette gli ele- 
menti incogniti. 

13. SI enunciano problemi ani parallelogrammo 
delle forze retati*! a quello del triangolo. Per esem- 
pio si diano le due componenti coll’angolo che fanno , e 
si voglia trovare la risultante , e gli angoli che fa colle 
componenti. Questo problema della composizione si riduce 
a quello dati in un triangolo due lati e l’angolo compreso 
trovare il resto. Data la risultante e gli angoli che fa 
colle due componenti trovare queste. Colai problema di 
decomposizione si riduce a quello: dati in un triangolo un 
lato c i due angoli adiacenti trovare gli altri elementi. 
Date le componenti e la risultante trovare gli angoli che 
fanno fra loro. Qui è il caso di trovare i tre angoli, dati 
in un triangolo i tre lati. Poiché in fondo si vogliono gli 
angoli che le componenti debbono fare colla risultante que- 
sto 6 problema di decomposizione 

14. Equazioni trigonometriche del parallelo- 
grammo delle forze. Riguardo all'uso della trigonome- 
ria nel parallelogrammo delle forze diremo i casi più ne- 
cessari. Sappiamo da questa parte di Algebra che il il qua- 
drato di un lato è uguale alla somma de’ quadrali degli altri 
due meno due volte il prodotto degli stessi lati nel coseno 
dell'angolo fatto da questi. Cosi nel caso nostro ( Fig. pag. 
12.) AD I =AB*-*-BD 1 — 2AB. BD. cos.ABD. Se diciamo P, Q 
le componenti AB, AC, R la risultante AD, 5 l’angolo CAB 
delle componenti, ed a, /3 gli angoli BAD, CAD fatti dalie 
componenti colla risultante, avvertendo essere cos.ABD= — 
cos.BAC= — cos.S, avremo R J =P :, -^Q , -i-2PQcos.5; dunque 
nel parallelogrammo delle forte il quadrato della risultante i 
uguale alla somma dei quadrati delle componenti più due volte 
il loro prodotto nel coseno dell'angolo che formano. Dalla trj- 
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fonometria abbiamo ancora che in un triangolo un lato qua- 
lunque è come il seno dell' angolo opposto, ossia abbiamo 

BD _ ÀB _ AD 
sen.BAD scn.ADB scn. ABD 


dunque nel nostro caso avremo 

P — — JL 

sen.j3 sen.ee sen.6 


che ci dà il teorema: nel parallelogrammo delle forze una 
qualunque delle Ire i come il seno dell'angolo fallo dalle al- 

n 

tre due : cosi il rapporto costante ci dà che la risul- 

sen.y 

tante é come il seno dell’angolo fatto dalle due componenti. 

14. Componenti rettangolari. Facciano le due com- 
ponenti un angolo retto avremo 9=90°, dunque il primo 
teorema ci darà R J =P I -t-Q 1 ; dal secondo teorema avremo 



COS.GC 


Q 

scn.» 


perché scn9=l c scn./3=cos.ec e viceversa. Da queste ab- 
biamo P = Rcos.ee cioè nel caso che le componenti siano 
rettangolari una qualunque i uguale alla risultante nel co- 
seno dell'angolo che fanno fra loro ; e /’ angolo che fa una 
componente rettangolare colla risultante è eguale alla compo- 
nente divisa per la risultante. 

15. Tre forze applicate ad nn punto non nello 
ateaao plano. Siano le tre forze 
delle quali una qualunque non 
sia nel piano delle altre due, e 
queste sieno rappresentate dalle 
rette HG=P, HC=Q, HE=R : 
compito il parallelogrammo GC 
sulle due P, Q la diagonale HD sarà la loro risultante, e 
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compito il parallelogrammo DE colla HD ed HE, la HR 
sarà la risultante delle tre proposte. Si vedo chiaro che 
costruito un parallelepipedo colle tre rette HG, HC, HE, 
la 1IB sarà la diagonale di questa figura , quindi allorché 
le tre forze non sono in un piano la loro risultante è la 
diagonale del parallelepipedo, che ha per tre spigoli non pa- 
ralleli le tre delle forse. 

Se le Ire forze siano ad angolo retto abbiamo 

HB^HG^HC’-^HE 1 

c dicendo S la risultante sarà 

S^P’-4-Q’-e-R 1 

cioè il quadrato della risultante di tre forze rettangolari é 
uguale alla somma dei quadrali delle tre componenti. Abbia- 
mo poi nel triangolo rettangolo HBE, HE=H RcosEHB, cioè 
una delle tre componenti è uguale alla risultante moltiplicata 
pel coseno dell'angolo che fanno fra di loro -, ed il coseno del- 
l'angolo fatto da una componente colla risultante é uguale 
alla componente divisa per la risultante: dunque se a, /5, y 
siano gli angoli fatti dalla risultante S colle tre compo- 
nenti P, Q, R, avremo 

P=Scos.a, Q.=Scos./3, R=Scos.y 

16. Hloultante di un numero qualunque di farne 

applicate ad un punto. Sia ora ad un punto A appli- 
cato un numero qualunque di 
forze di intensità e di direzione 
qualunque, e queste siano espres- 
se dalle rette AB, AI, AG, AF. 
Sopra le due AB, ed AI si fac- 
cia il parallelogrammo BI e si 
conduca la diagonale AC , questa sarà la loro risultante. 
Con AC, ed AG si faccia il parallelogrammo CG e si con- 

2 
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duca la diagonale AD, questa sarà la risultante delle (re AB, 
Al, AG. Finalmente con AD, ed AF si formi il paralle- 
logrammo FD , la diagonale AF sarà la risultante delle 
forze proposte. 

17 . Pollfono rnppreoentaute le forze applicale 
ad un punto. Con un poco di riflessione si vede uon es- 
sere necessario il formare lutti questi parallelogrammi. In- 
fatti se fissata la forza AB dal suo estremo Usi conduca la 
retta BC uguale c parallela all'altra forza AI , c da C si 
conduca CD eguale e parallela ad AG c da D si conduca 
DE uguale e parallela all'ultima forza AF, si sarà formato 
un poligono ABCDE aperto dalla parie di A ed E, che se 
si chiuda colla retta AE questa sarà la risultante di tutte 
le forze. Il poligono avuto col metodo antecedente non sarà 
io un piano se una sola delle forze non sia nello stesso 
piano colle altre. 

Se nella costruzione antecedente riuscisse chiuso il po- 
ligono cosicché il punto E si trovasse in A , la retta AE 
sarebbe nulla; perciò nulla la risultante, e quindi le forze 
proposte sarebbero in equilibrio : dunque l’equilibrio ap- 
partiene al caso del poligono formato dalle forze. Ed ecco 
come i poligoni rappresentano forze. Infatti s’ imma- 
gini un poligono qualunque se considero tutti i lati come 
altrettante forze queste saranno forze applicate al vertice 
di un angolo qualunque del poligono e rappresentale da 
rette condotte rispettivamente parallele ed uguali. ai lati 
del poligono, c queste in equilibrio fra loro; ovvero una 
di esse sarà la risultante delle altre. 

18 . Proprietà nlgebrnlea del poligono Iraofor- 
mnlo nelle forze nppllcnte ad nn pnnto. Sappiamo 
che in un poligono qualunque la somma delle proiezioni dei 
suoi lati sopra una data retta è eguale a zero, ossia cho la 
somma dei lati del poligono moltiplicati rispettivamente 
per i coseni degli angoli che i lati formano con una data 
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retta, è uguale a zero: (*) dunque affinchè le forze appli- 
cale ad un punto siano in equilibrio, la somma delle forze 
moltiplicale per i coseni degli angoli che esse fanno con una 
retta dece essere eguale a zero. Si ricava ancora ebe la ri- 
sultante delle forze applicate ad un punto , moltiplicata 
pel coseno dell' angolo eh' essa fa con una retta è ugnale 
alla somma delle componenti nei coseni degli angoli ebe 
le componenti fanno colla stessa retta. Ora sappiamo ebe 
una forza moltiplicata nel coseno dell’angolo che fà con 
una retta è una delle sue componenti rettangolari secondo 
questa retta ; dunque nel caso dell' equilibrio delle forze 
applicale ad un punto la somma delle loro componenti se- 
condo una retta deve essere eguale a zero ; e la somma 
delle componenti delle forze date secondo una retta è uguale 
alla componente della loro risultante secondo la stessa 
retta. S’intende in questi due casi che le altre componenti 
sicno normali alla retta data. 


(*) Sia la retta AB ed il poligono CDEFQH, c s’immagini un punto 
che partendo da II si muova per la di- 
rezione HCDEFQH fino a ritornare al 
punto II, donde partì, percorrendo i tali 
del poligono. Se si considerano le pro- 
iezioni di questi tali HC, CD re- sopra 
AB è evidente, che il detto punto mo- 
vendosi nel poligono si muover} rela- 
tivamente alla retta AB percorrendo le dette proiezioni. Finché il punto 
si avanzerà per esempio fino a D queste proiezioni potranno essere 
positive, ma quando da D piega per DE, EF sino in Q le proiezioni 
avendo direzione opposta, alla prima saranno negative, e la proiezione 
di QII lornerl ad essere positiva-, ma è evidente che pel partire e ri- 
tornare del punto fluente al punto II la somma degli avanzamenti, e 
delle retrocessioni parallele alla retta UH, ossia la somma delle prò 
iezioni positive e negative dei lati del poligono sulla detta retta deve 



essere zero. 
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19. Calcolo delln risultante delle forze applicate 
ad nn ponto. Si cerchi ora di risolvere il problema della 
composizione delle forze applicale ad un punto per mezzo 
del calcolo. Siano P', P", P"' ec. le forze applicate, e per 
la forza P' siano a', /3', y' gli angoli che essa fa con tre 
assi ortogonali; e così a", fi", y"; jS"',y"'ec. sieuogli angoli 

analoghi per le altre forze P", P'" ec. Si decompongano le 
forze secondo i tre assi ortogonali , la somma delle com- 
ponenti secondo l'asse delle x sarà 

P , cos.ct , -t-P"cos.a"-*-P'"cos.a'" ec. 

e le somme delle componenti secondo gli altri due assi dello'- 
y e delle x, saranno 

P'cos./S'^-P"cos.iS"-s-P' "cos./3'" ec; 
P'cos.y'-t-P' , cos.y"-t-P' l 'cos.y"' oc. 

Esprimendo per X, Y, Z queste tre somme avremo 
• X=P'cos.a'-t-P'cos.a"-*-P"'cos. ec. 
Y=P'cos./3'~t-P"cos./3"-*-P"'cos./3'''-+- cc. 
Z=P'cos.y'-t-P''cos.y l '-*-P'' l cos.y'" ec. 

Abbiamo ora tre componenti rettangolari X, Y, Z; se dun- 
que si dica R la loro risultante, e a, / 3, y gli angoli ch'cssa 
fa coi tre assi, o con queste tre forze rettangolari, avremo 

R^X 1 — Y’-f-Z’; 

X , Y Z 

cos.«= - , cos./3= - , cos.y-- - 

le quali quattro equazioni ci danno in calcolo I' intensità 
c la direzione della risultante. 

Se si faccia la somma dei quadrali delle (re ultime equa- 
zioni troveremo 

cos. ’a-*-cos. ’jS-c cos. 1 y=l , 
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cioè la somma dei quadrati dei coseni degli angoli che una 
retta fa con tre assi ortogonali, è uguale all'unità. 

20. Teorema di geometria analitica ricavato dalla 
teoria delle forze. Supponiamo che le forre applicale 
. al punto siano due, cioè P', P", avremo le tre equazioni 

X=P'cos.a'-t-P"cos et" 

Y=P'co 8 ./S'-t-P"co$./S'' 

Z=P’cos.y-+~P"cos.y 

si faccia la somma dei quadrati di queste equazioni , ed 
avvertendo che 

cos. ’a'-i-cos. J /3'-<-cos. * 7 '= l 
cos.’a"-t-cos.’/3''-*-cos. , y"=l 

sa rè 

x>-*-Y 3 -4-z 3 =p’*-«-p tt * 

_ t _ 2 P'P”(cos.a'cos.a"-*-cos.^'cos./ 3 "-t-cos. 7 'cos.y")=R 3 . 

Se si dica 5 l’angolo che formano le due P', P" abbiamo 
ancora (din. § U) 

R *=P' *-*- P" >-+-2 P 'P"cos . 5 
uguagliando i due valori di K’ troveremo 

cos. 6 =cos.«’cos.a''- 4 -cos./S'cos.^ 9 "-t-cos.Y'cos. 7 ", 

che ci dà il teorema di geometria analitica: il coseno del- 
l'angolo fatto da due rette nello spazio è uguale alla somma 
dei prodotti dei coseni degli angoli che le dette rette fanno 
rispettivamente con tre assi ortogonali. 

Se le due rette sono normali, cos. 5=0, quindi la con- 
dizione affinché due rette siano normali i, che la somma dei 
prodotti dei coseni degli angoli che esse fanno rispettivamente 
coi tre assi sia zero. 
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21. Altra rappresentanza del Tutore della risal- 
tante di forze qualunque applicate ad un punto. 

Si faccia ora la somma dei quadrali delle tre quanlilà X, 
Y, Z e dei loro valori dati in un numero qualunque di 
forze, e si esprimano con (P', P"), (P', P'"), (P r , P’") gli angoli 
fatti delle forze che sono dentro le parentesi (din. §19): ser- 
vendoci dei teoremi di geometria analitica dimostrali innan- 
zi, troveremo 

X 1 -*- Y *-t-Z’=R *.= P ,, -t-P" J -i-P'" J cc. -»~2P'P , 'cos.(P', P ") 
-*-2P'P"'cos.(P', P'")- + -2P' , P"'cos.(P ’, P") ec. 
eioè il quadralo della ritultante d'un numero qualunque dì 
forze applicate ad un punto è uguale alla somma dei qua- 
drati di queste forze più due volle i prodotti a due a due 
delle forze moltiplicati per li coseni degli angoli che esse for- 
mano. 

22. Dalla teoria delle forze al ricava 11 valore 
della diaconale del parallelepipedo. Se le forze 
proposte sono tre , il quadrato della risultante sarà 
uguale alla somma dei quadrati delle tre componenti più 
due volle la somma dei prodotti a due a due delle dette 
componenti nei coseni degli angoli che esse formano. Ora si 
sa, che in questo caso la risultante è rappresentata dalla 
diagonale del parallelepipedo, di cui i tre spigoli non pa- 
ralleli sono le tre forze date : quindi invece di servirci 
del valore dato dalla geometria della diagonale del paral- 
lelepipedo per trovare il valore della risultante di tre forze 
applicate ad un punto con angoli qualunque, piuttosto con 
metodo più facile dalle formule della composizione delle 
forze abbiamo trovato il valore della detta diagonale: quindi 
se sia d la diagonale ed a, A, c i tre spigoli di un paral- 
lelepipedo , abbiano per I’ enunciato antecedente il valore 
della diagonale dalla equazione 

tT=a’-t-4 , -+-c' , -<-2aAcos.(a, i)-t~2uc cos.(n, c) t-'ll/c cos.(A, c) 
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23. Perdita delle forze quando due tono con- 
giunte ad angolo. Essendo la risultante rappresentala 
da un lato del triangolo, e le componenti dagli altri due 
la risultante delle forze congiunte ad angolo è sempre mi- 
nore della somma delle due componenti, che è la proprietà 
di un lato del triangolo rispetto gli altri due: dunque nelle 
forze congiunte ad angolo si dece perdere una parte di esse 
elisa dal contrasto. Dopo ciò troviamo queste parti perdute. 
Sia il parallelogrammo FE nel quale AF, AE, rappresentino 

le due componenti, ed A1I la ri- 
sultante. Per il punto A si con- 
duca BC normale ad AH, c dagli 
estremi F ed E si conducano le 
normali FB, FG ; EC , ED. Es- 
sendo coincidenti i due triangoli 
ADE, FGH,sarà FG=DE, AD=GH. Dalla prima uguaglianza 
risulta AB=AC e dalla seconda AH— AG-t-GH=AG-v-AD. 
Nel rettangolo DC le AG, AD sono le componenti di AE, e 
nel rettangolo BG le BA, ed AG sono le componenti di 
AF. Ma AB ed AG sono eguali ed opposte ; dunque si 
elideranno, e le componenti AD, ed AG dando AH, sa- 
ranno le parti di AE ed AF che danno la loro risultante, 
mentre che AB ed AG danno le parli elise , ciò che si 
cercava. 

CAPO 11. 

Forze parallele. 

21. Risultante di dne forze parallele. Dal (J 23\ 

si ricava il teorema della risultante di due forze parallele, 
senza artifizio di aggiunta di forze come si suol fare. 
Perciò dal punto H si conduca LP normale ad AH : 
si prolunghino le direzioni AF, AE finché s'incontrino in 
I ed O colla retta condotta, e le forze applicate in A s'iu- 
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tendano applicale in I ed O secondo le stesse direzioni, c 
siano IN , OR. Si decompongano esse nelle IL , ed IM c 
Belle OP ed OQ : le LI ed OP secondo IO , c le IH cd 
OQ normali ad IO; ritorneranno le componenti delle forze 
proposte quando si trovavano in A; ma in A, AB ed AC 
erano eguali cd opposte, dunque IL ed OP sono eguali ed 
opposte, c perciò si elidono e si possono trascurare. Le due AI), 
ed AG sommate davano la risultante AH, delle quattro forze 
AC, AB, Al), AG, dunque la somma di IM ed OQ darà la 
risultante delle quattro IL, IM, OP, OQ, n delle due IM, OQ 
c questa nella direzione AH, ed applicata nel punto II nor- 
male ad IO , o parallela alle due IM , OQ. Se per H si 
conduco una retta ST a piacere che seghi in S, e T le di- 
rezioni IM ed OQ delle due forze parallele IM ed OQ c 
«'intendano in S, T applicale ad ST queste forze, saranno 
esse parallele sotto uu angolo qualunque, e. parimenti la loro 
risultante sarà eguale alla loro somma parallela ad essa ed 
applicala nel punto IL Quando sono applicate nei punti 
I ed O dai triangoli simili MIA , IMN abbiamo IM. IH 
=NM. A1I, e dai triangoli situili AHO, OQR abbiamo OQ. 
HO=QR. HA. I secondi membri di queste eguaglianze sono 
eguali fra di loro perchè NM=QR, dunque IM. IH=OQ. 

HO. Ora per i triangoli simili ISH , HTO abbiamo 
== jpj, , ma l'uguaglianza MI. IH=OQ. HO mi dà 

' <,un 'i ue TS = ST ’ 0 ,M I,S =°Q- HT c!o<! 

la risultante di due forze parallele spezza la retta a cui esse 
sono applicate in parli inversamente proporzionali alle forze. 

25. delusione delle dne componenti e risultante 
parallele. Esprimendo dunque le due forze per P, Q e 
per p, q le parli della retta l’una clic termina a P e l'al- 
tra a Q , sarà Pp = Qq , Dicendo a la retta intera sarà 
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q=a — p, e sostituendo avremo Pp=Qa— Qj», (P-t-Q) p=.Qa. 

Se R sia la risultante, avremo R/>=r(Jrt: da questa — = - , e 

U P 


i I' q 

dall'altra P p=Qq si ha — = - . Dall'antecedente ugua- 
glianza di quoti abbiamo che R é come a, cioè la risul- 
tante è come la retta che congiunge le componenti ; e dalla 
, P « 

seconda — = - abbiamo che P 6 come q , cioè la com- 

Q p 

ponente P è come la retta che congiunge la risultante coll'al- 

tra componente Q ; dunque riunendo ricaviamo, che nelle 
due componenti e risultante parallele una qualunque delle 
tre forze è come la retta che congiunge i punti d' applica- 
zione delle altre due. 

26 . Rlnultnnte di due forzo parallele oppoale. 

Siano le forze parallele P , Q' 
applicate alla retta Af. : spez- 
zata questa in I in parli Al , 
CI inversamente proporzionali 
alle forze P, Q', s'intenda in I 
applicala una forza P -t- Q' = R 

parallela alle due e diretta nel loro senso, questa sarà la 
loro risultante: dunque se in I oppostamente applico la 
forza R secondo IQ questa sarà in equilibrio con P-a-Q’ 
applicala in I, o con P, e Q' applicale in A c C, dunque 
le tre forze P, Q', R sono in equilibrio. Ora una qualun- 
que delle Ire per esempio , Q' deve essere eguale ed op- 
posta alla risultante delle altre due P, R (din. £8) dunque 
se al punto R applico — Q’=Q' oppostamente alla stessa Q', 
— 0' sarà la risultante delle due forze opposte P , R. Ma 
— 0— Q'=R — P , dunque la risultante di due forze opposte 
P, R è uguale alla loro differenza parallela ad esse, ed agente 
nel senso della più grande R, e al di là di questa. 
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È evidente poi che anche in quelito caso una qualunque 
delle tre forze è come la retta che congiunge le altre due. 

27. Centro delle forze parallele. Il punto d' appli- 
cazione della risultante delle forze parallele , siano nello 
stesso senso o in senso opposto, si dice centro delle forze 
parallele. 

28. Caso in eoi nou calate la rlanltanle delle 
forze parallele. Sia P la forza parallela maggiore, e Q 
l'altra opposta: sia a la retta che le congiunge; sia p la retta 
fra il centro delle forze parallele ed il punto di applicazione 
di P ; c q la retta fra il .detto centro ed il punto di ap- 
plicazione di Q, avremo (P — Q) p z= Qa , della quale 

p= p~Q ' 'l ucsla ** '<*dc c hi’ quanto meno differiranno 

fra loro le due forze parallele P, Q ed opposte, tanto più 
sarà lontano il centro delle stesse forze dai loro punti di 
applicazione, talché se questa differenza fosse minore d'ogni 
assegnabile quella distanza sarebbe maggiore d’ogni asse- 
gnabile. Se poi questa differenza svanisca, o le due forze 
parallele ed opposte siano eguali il secondo membro di p pre- 
senterà il caso dell'assurdo, che si ha quando una quantità 
é divisa per zero: dunque quando le due forze parallele 
sono eguali ed opposte non esiste risultante. Ciò è evidente 
riflettendo che in questo caso essendo tutto eguale non vi 
é ragione perchè la risultante agisca nel senso e da una 
parte di mia forza piuttosto clic nel senso o dalla parte 
di un altra. 

29. Maniera algebrnlcn e geometrica di trovare 
Il centro di dne forze parallele dirette o no per lo 
atewso verso. Sia che le due forze parallele sieno o no 
dirette nello stesso senso abbiamo, che una qualunque delle 
tre, componenti e risultante è come la retta congiungente 
i punti di applicazione delle altre due. Sieno P , c Q le 
forze parallele dirette nello stesso senso, K la risultante, e 
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a la retta interposta fra i loro punti di applicazione di P, Q. 
Si dica x la distanza fra il punto d’applicazione di P ed 
il centro delle forze; pel teorema antecedente avremo la 
proporzione R: Q— a: x : qui se R, Q, ed a sieno date in 
rette, per avere la distanza x del centro delle forze dal 
punto d’applicazione di P, col noto teorema di geometria, 
si dovrà trovare la retta quarta proporzionale dopo le rette, 
risultante , componente Q , e la retta a congiungente le 
due componenti. Se poi le dette quantità sieno date in va- 


lori la x= ci darà il valore della retta domandata. 
R 


Se 


P, e Q siano opposte e P>Q sussisterà la stessa proporzione 
antecedente avvertendo, che R=P— Q, c il valore o arit- 
metico, o geometrico di x si dovrà portare a sinistra di P 
supposto a sinistra di chi guarda la figura, onde applicare 
la risultante delle parte della forza maggiore (din. § ‘20). 

30. Rlialtantc d an uumera qualunque di forse 
parallele. Dopociò si può trovare la risultante di un nu- 
mero di forze parallele P, P\ P", cc. Infatti si troverà la 
risultante delle due forze P, P’ e nel centro si collocherà 
questa risultante P-i-P' ; si troverà la risultante di P-e-P' 
e di P"e nel centro si collocherà questa risultante P-t-P'-i-P", 
e cosi di seguito fino a comporre l’ultima forza. Se si tro- 
vassero delle forze parallele opposte , si troverebbe la ri- 
sultante come nel secondo caso (din. §26, §29). Se le forze pa- 
rallele sono tutte nello stesso senso , vi è sempre il cen- 
tro di queste forze e in questo la risultante è uguale 
alla somma di tutte. Se poi vi sono forze opposte esiste 
pure il centro delle forze parallele quando la differenza 
fra le forze in un senso e le forze in senso opposto non 
sia zero, perché allora nel centro si deve collocare la forza 
eguale a questa differenza. Se sia zero, trovando la risultante 
delle forze in un senso e la risultante delle forze opposte, 
avremo il caso di due forze eguali ed opposto in cui non 
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esiste la risultante. Ecco dunque un caso in cui non esiste 
la risultante di forze date. Ma v’é un altro caso ed è quello 
di due forze non nello stesso piano, come vedremo. 

31 . Metodo nlgebrnleo di trovare II centro delle 
forze parallele. Il cercare il centro delle forze parallele 
col metodo dato è lungo, c per ogni centro che si trova si 
ha una inesattezza: quindi <> meglio di assegnare tre equa- 
zioni alla maniera della geometria analitica, che ci diano le 
sue tre coordinate rispetto Ire piani. Perciò siano i 

punti P, Q animati da due forze 
parallele P, P'. Congiunti questi 
plinti colla retta P, Q si spezzi 
essa in R in parti PR , RQ in- 
versamente proporzionali alle due 
forze. Dai tre punti P, R, Q si 

conducano al piano X Y delle coordinate tre parallele P/>, 
Rr, Qq , che segneranno sul detto piano (re punti p , r , 
q in una retta pq: da P si eonduea la PN parallela a pq. 
Si faccia Pp=x. Q q=x', ed Rr=X'. Pel collocameuto del 
centro R abitiamo le proporzione 

P': P-t-P'=PR: PQ=RM: NQ=X'— x: x'-x, 
dalla quale abbiamo 

P'x'— P'x={P-t-P')X' — Px— P'x 

ossia (P-t-P')X'=Px-i-P'x’. Da questa equazione si ricava, 
che la risultatile di due forze parallele moltiplicata per la 
tua ordinata è uguale alla somma delle due componenti mol- 
tiplicale per le loro ordinate. In meccanica una forza moltipli- 
cala per una retta si chiama il momento di questa forza. 
Una forza moltiplicala per l’ordinata rispetto un piano , 
un’asse, un punto si dice momento della forza rispetto quel 
piano, asse, e punto ; ed il piano asse e punto si dicono piano 
asse e centro dei momenti : quindi il teorema antecedente 
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può anche enunciarsi rosi. Il momento rispetto un piano 
della risultante di due forze parallele è uguale alla somma dei 
momenti delle due componenti rispetto lo stesso piano. 

Sia ora una terza forza P" coll’ ordinata x" rispetto 
il piano già consideralo. Sia X” l’ordinata del ceulro delle 
due forze P'' , e P -t- P' risultante delle due prime , 
pel teorema antecedente, il momento della risultante cioù 
(P-t-P'-i-P")X" é uguale alla somma dei momenti delle due 
componenti P", P-*-P' cioè 6 uguale a P’V'-+-(P-+-P')X' : 
ma invece di (P-f-P')X' possiamo porre Px-kP'x' dunque 

(P-t-P'-t-P")X''=Px-^P'x'-+-P''x''. 

Proseguendo cosi si vedrà in genere, che il momento della 
risultante d’un numero qualunque di forze parallele rispetto 
un piano è uguale alla somma dei momenti delle componenti 
rispetto lo stesso piano. Se si dica dunque X l’ordinala del 
centro delle forze parallele P, P', P", P"' cc. avremo 

(P-t— P'-v-P”-+-P'''cc.)X=Px-t-PV-t-P"x"-*-P"'x'" cc. 
ed 

Px-.-P'x'-+-PV'-+-P'"x'" 

' ~ p- + -p'_^p''-^p" ec ’ 


Questa si suol scrivere più brevemente 


X= 


2Px 


dove il numeratore c denominatore esprimono le somme di 
quantità analoghe a Px, ed a P, che si hanno successiva- 
mente accentando le delle quantità Px , P. Dalla formola 
antecedènte si ricava, che l'ordinata del centro d’un numero 
qualunque di forze parallele rispetto un piano è uguale alla 
somma dei momenti rispetto questo piano divisa per la somma 
delle forze. Se le ordinale del centro delle forze parallele 
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rispetto due altri piatii siano Y, Z avremo 


Y= 


IP 



Cosi avremo le coordinate del centro delle forze parallele 
rispetto tre piani coordinati. 

32. Punti «l'applicazione delle forze parallele In 
un piano, o retta. Se i punti d'applicazione delle forze 
parallele siano in un piano il loro centro si troverà in 
questo piano. Perebé se si suppone che queste sieno sia il 
piano delle x, y avremo zero tutte le z , z' cc. che sono 
distanze dei punti da questo piano: dunque si avrà Z=0, 
cioè il centro 6 su lo stesso piano. In tal caso per deter- 
minarlo bastano ('equazioni 

x=Hf,v = 5 p l, 

IP IP 

che sono le coordinate rispetto gli assi della x , y , col- 
locali nei detto piano , che si chiamano , come si è 
detto, assi dei momenti. Se poi tulli i punti d'applicazione 
delle forze siano sopra una retta, che si prenderà per asse 
delle x saranno zero le y , y' ec. e perciò Y =0: dunque 
sul detto asse delle x si troverà il centro delle forze, ed 
in questo caso la X ci darà la distanza del detto centro da 
un punto dato del detto asse, che si è chiamato centro dei 
momenti. 

33. Centro delle forze ucl plano asse e centro 
dei mementi. Se il piano, o asse, o centro dei momenti 
passa pel centro delle forze parallele, divenendo zero la sua 
distanza da queste figure geometriche, si avrà che la somma 
dei momenti rispetto il piano, asse, e centro che passa pel 
centro delle forze deve essere zero. 

34. Momenti negnllvl. 1 momenti delle forze essendo 
il prodotto delle forze nelle ordinale dei loro punti d'ap- 
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plicazionc si vede, che questi momenti diventano negativi 

0 perchè le forze sieno opposte a quelle che si considerano 
come positive , o perchè le ordinale sono dalla parte del 
piano , o asse , o centro di momenti , opposta a quella 
dove si sono considerate positive. Quindi se un piano 
dei momenti passa a traverso del sistema l'ordinata del cen- 
tro delle forze parallele rispetto questo piano sarà uguale 
alla differenza dei momenti, divisa per la somma delle forze. 
Se questa coordinata sarà positiva il centro dei momenti sarà 
dalla parte delle ordinale positive, c se sarà negativa sarà 
dalla parte opposta. 

35. Forze parallele opposte Se le forze parallele 
siano dirette in senso opposto, il denominatore delle coor- 
dinate del loro centro sarà la differenza delle forze. Per- 
ciò se questa differenza sarà zero, o la somma delle forze 
dirette in un senso sia uguale alla somma di quelle dirette 
in senso opposto , o finalmente se il sistema si riduce a 
due forze parallele uguali ed opposte, i denominatori delle 
coordinate del centro delle forze parallele saranno zero, e per- 
ciò queste coordinate saranno assurde : quindi il dato si- 
stema di forze non avrà centro, come si sà d’altronde. 

CAPO III. 

( ritiro di gracilti. 

36. Espressione in calcai» c direzione della gra- 
vila. Tutti i puuti materiali di ogni corpo sulla superficie 
della terra sono animati da una forza diretta al centro di 
questa, che si dice gravità, c questa forza è la stessa per 

1 detti punti materiali , o per le masse della stessa gran- 
dezza, e quindi è proporzionale alle masse dei corpi. 

Le gravità sono convergenti verso il centro della terra; 
ma a causa della piccolezza dei corpi , che si trattano in 
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in mcceanina relativamente alla loro distanza dal detto 
centro, <]uestc forze si possono considerare come parallele: 
quindi tutta la teoria delle forze parallele si applica alle 
pravità dei corpi. 

37. Centro di gravità e maniera di determinarlo. 

Si è dimostralo in questa teoria (din. §30), che le forze paral- 
lele dirette nello stesso senso hanno sempre una risultante 
uguale alla loro somma da applicarsi in un determinato 
punto del sistema, che si chiama centro delle forze paral- 
lele : dunque un corpo animato dalle gravità ha sempre 
una risultante uguale alla somma di queste da applicarsi 
ad un dato punto che si chiamerà centro delle gravità , o 
centro di gravità. 

Nella teoria delle forze (din. §31) parallele l'ordinata del 
centro delle forze parallele rispetto un piano, asse, o punto ò 
uguale alla somma dei momenti delle forze, divisa per la 
somma delle forze stesse , quindi l'ordinata del centro di 
gravità è uguale alla somma dei momenti delle gravità di- 
visa per la somma delle gravità stesse. 

38. Peso del corpi. L’efletto delle gravità nel corpo 
è il peso. Per peso comunemente s’ intende lo sforzo che 
fa il corpo contro la forza che lo sostiene ; ora lo sforzo 
che fa un corpo animalq dalle gravità, contro il sostegno 
è la loro risultante o la somma delle gravità: duuque iti 
una massa qualunque il pesa è la somma della gravità che 
animano i suoi punti materiali. 

39. Come si valuta Ih gravili). La gravità è una forza 
che in se non si conosce, ma solosi conosce ncH'elTclto. Que- 
sto ò doppio o dinamico, o di moto. L’effetto dinamico della 
gravità e lo sforzo contro il sostegno , ossia ù il peso del 
corpo: quindi in meccanica la gravità i rappresentata del 
peso di una massa assunta per unità misuratrice delle masse. 
La gravità nel moto, come meglio si conoscerà nella cina- 
mica , si manifesta dalla velocità comunicata al corpo in 
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una unità di tempo, o dallo spazio che fa percorrere al corpo 
uniformemente in una unità di tempo per un impulso i- 
stantaneo, che sia la somma degli impulsi, che difatli gli 
comunica nella caduta durante la detta unità di tempo. 

Per ora riterremo l'effetto dinamico della gravità, che è 
il peso. 

40. Equazioni per la determinazione del centro 
di gravità. Dopo ciò sia <j la gravità , o il peso di una 
unità di massa. Siano m, m', m" cc. le molecole cognite 
nelle quali decomponiamo una data massa M. Se queste siano 
infinitamente piccole si considereranno come punti materiali. 
Se saranno valutabili si considererà il loro centro di gra- 
vità nel quale si supporrà riunita la massa. Siano x, y, zj 
a/, y', x' ec. le ordinate delle dette molecole m, m', ec. che se 
non siano infinitamente piccole queste coordinate saranno 
quelle dei loro centri di gravità. Dopo ciò saranno gm , gm ' 
ec. i pesi delle dette molecole, e gmx, gm'x'ec. saranno i 
momenti dei detti pesi rispetto il piano delle y, z: saranno 
gmy, g'my' ec. : gmz, gm'x' ec. i momenti rispetto i piani 
delle x, z, c delle x, y: perciò avremo per le coordinale 
del centro di gravità del sistema pesante l'equazioni (§37) 

x _ 2ymx Y _ Igmy 7 _ Igmx 
Igm ’ igm ’ Zgm 

ossia togliendo la g moltiplicatrice di tutti i termini di 

\ = y— 7_ lmz 

Im ’ Im ’ Im 

Se il corpo è omogeneo, e si dica d la densità costante, e 
v, v' cc. i volumi delle singole molecole, iu luogo di esse 
nelle forinole antecedenti si potrà porre do, do’ ec, c to- 
gliendo dai numeratori c denominatori il fattore Comune 
d avremo 
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ivi 

Zv 



Ivz 

2.v 


Dai risuliamcnli antecedenti si vede, ebe le coordinato del 
centro di gravità non dipendono da questa forza , quindi 
sono formule per determinare il centro di forze qualunque 
parallele, ed uguali che investano i punti materiali di un 
corpo, cosicché le forze totali delle diverse masse sono pro- 
porzionali alle masse stesse sulle quali agiscono. 

41. determinazione del centro di gravità del corpi 
omogenei ridotto ni caso delle I1gnre geometriche. 
Se il corpo é omogeneo invece dei pesi delle molecole si con- 
siderano le parti del volume totale: quindi il caso della de- 
terminazione del centro di gravità è ridotto al caso geo- 
metrico di considerare gli elementi del volume , o delle 
ligure geometriche dei corpi, come forze proporzionali agli 
clementi stessi. Queste figure geometriche in ultimo si ri- 
ducono a lince rette, a superficie triangolari , a prismi c 
piramidi. 

42. Centro di gravità della retta. Riguardo alla li- 
nea retta il tuo centro di gravità si trova nel mezzo ; per- 
chè è il centro di gravità degli elementi uguali della detta 
retta presi a due a due ad uguali distanze dai suoi estremi. 

43. Centro di gravità del rettangolo. || centro di 
gravità di un rettangolo si trova ueU’inlcrsczione di due 
rette bisecanti i lati paralleli. Infatti ognuna delle dette 
rette passa per i punti medi o pel centro di gravità di 
tutte le rette parallele ai lati del rettangolo che bisecano: 
dunque passano pel centro di gravità del rettangolo: quin- 
di questo centro si trova nella loro intersezione. Si vede 
poi chiaro che ciò equivale a dire, che il centro di gra- 
vità di un rettangolo ti trova nel mezzo di una retta che bi- 
seca due dei suoi lati paralleli. 
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Col ragionamento antecedente si prova, che il centro di 
gravità di on parallelogrammo si trova nel mezzo della 
retta bisecante due dei suoi lati paralleli. 

44. Centro di (rarità del circolo, e del poligono 
regolare. Il centro di gravità del circolo e del poligono re- 
golare sia del perimetro o della superficie è nel centro della 
figura; perchè questo centro si trova nel mezzo di tutte le 
rette condotte per esso alla periferia del circolo, o al pe- 
rimetro del poligono. 

45. Centro di gravità del triangolo. Sia da tro- 
varsi il centro di gravità di un triangolo. Sia il triangolo 

ABF ; dal vertice A sulla me- 
tà del lato opposto BF si con- 
duca la retta AE: come questa 
passa pel punto medio di EF 
cosi passerà per i punti medi 
di tutte le rette che tra AB , 

ed AF si potranno condurre nel triangolo parallele alla 
BF : dunque la AE passerà per i centri di gravità delle 
dette rette, c perciò passerà pel centro di gravità del trian- 
golo. Se ora dal punto B si conduca al mezzo del lato 
opposto AF la BD questa pure passerà pel centro di gra- 
vità del triangolo: dunque questo centro dovendosi trovare 
e sulla AE , e sulla BD si troverà nella loro intersezione 
C. Per conoscere la situazione di C sopra AE si conduca 
ED. Come DF è la metà di AF, cosi EF è la metà di BF, 
dunque la DE, clic divide in parli proporzionali i lati AF, BF 
del triangolo sarà parallela al terzo, e perciò per i trian- 
goli simili DFE, AFB dovrà essere DE la metà di AB come 
come DF è metà di FA. Per lo stesso parallelismo di DE 
ad AB saranno simili i triangoli DEC, ACB, c perciò come 
DE 6 la metà di BA cosi EC sarà la metà di CA : dun- 
que EC entra tre volte in AE ossia CE è la terza parte 
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di AE, cd AC sarà le due terze parli di AE : dunque il 
centro di gravità di un triangolo è ai due terzi della retta 
condotta dal vertice di un angolo alla metà del lato opposto-, 
questi due terzi computati dal detto vertice. 

46. Centro di gravità di tre peni tignali applicati 
al vertici di un triangolo. Se ai vertici A , B , F si 
applichino tre pesi uguali, il centro di gravità di questi 

. 2 

pesi é il centro di gravità del triangolo, cioè 6 ai ^ della 

retta che da un vertice va alla metà del lato opposto. In- 
fatti il centro di gravità dei due pesi in B , ed F è nel 
punto medio E: dunque all'estremità della retta AE sono 
applicali due pesi che sono fra loro come 1 a 2, dunque 
se iu C è il loro centro di gravità AC dovrà essere AC ad EC 

2 

come 2 ad I, cioè AC sarà doppia di EC , o AC sarà - 

«5 

di AE. 

47. Centro di grnvltà del trapezio. Dopo ciò deter- 
miniamo il centro di gravità di un trapezio. S’ immagini 
questo trapezio coi lati paralleli in alto e in basso, e si sup- 
pongano prolungali 6no all’ incontro i lati non paralleli , 
avremo il gran triangolo colla base, che è la base inferiore 
del trapezio, ed il triangolo minore colla base, che è la base 
supcriore dello stesso trapezio, ambedue dello stesso ver- 
tice. Se dunque da questo si conduca alla metà della base 
inferiore del trapezio una retta questa passerà per il punto 
medio della base supcriore del trapezio stesso. Il piccolo 
triangolo cd il trapezio sono le parti del gran triangolo: 
ora i centri di gravità del piccolo , c del gran triangolo 
si trovano sulla retta biseganto le loro basi, dunque dovrà 
anche sulla stessa retta trovarsi il centro di gravità del 
trapezio, cioè sulla retta bisecante le duo basi parallele. Si 
dica x la distanza del centro di gravità del trapezio dalla 
base inferiore, c siano A, a le altezze del grande c del pic- 
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colo Iriangolo. Essendo questi simili le loro arce saranno 
come i quadrati delle rette in essi similmente condotte, 
dunque saranno eome i quadrati delle loro altezze : que- 
ste aree adunque si potranno esprimere per raA 1 , ma 7 , ove 
m e la ragione costante fra l’arca ed il quadrato dell' al- 
tezza. L’area poi del trapezio, differenza tra le aree dei due 
triangoli, sarà espressa da m(A , — o 1 ). La distanza del centro 


di gravità dell’area del gran triangolo dalla base è — : dun- 

«5 

que il momento di quest’area rispetto la detta base sarà 
A * 

raA’. — . La distanza del centro di gravità del pircolo (rian- 

u 




golo dalla sua base 6 - : quindi' per avere la sua distanza 

dalla base inferiore del trapezio a questo ^ si deve ag- 

«5 

giungere l'altezza del trapezio che è A — a: dunque il mo- 
mento dell’area del piccolo triangolo relativo alla base in- 
feriore del trapezio é 

ma' ^ -4-A — a j=ma’ ^A — ? a ) . 


Il momento dell' area del trapezio rispetto la stessa base 
sarà m(A* — a*)x: ma il momento dell’area del gran trian- 
golo deve essere uguale alla somma dei momenti delle sue 
parti componenti, cioè alla somma dei momenti del piccolo 
triangolo e del trapezio: quindi avremo 


ossia 


^=ma’(A—:J)+ m (A’-«’) 


2a . 


x 


3(A J — a , )x=A* — 3a 1 A-»-2o , =A 3 — a’ A — 2a , A-t-2a s 
=A(A*— a*) — 2a’(A — a)=(A— a)(A*-*-Aa — 2a’)= 

(A — a)(A* — a*-t-Aa — a’)=(A — a)[(A— a)(A-f-e)-t-a(A — a)} _ 
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«Tonile (<«) 3(A’- a’)x=(A — a)’(A-*-2u) 

Si dica y la disianza del centro di gravità del trapezio 
della base superiore, avremo che x-*-y ci darà l'altezza del 
trapezio A— a: dunque x=A— a — y, sostituendo questo va- 
lore di x nell’antecedente equazione avremo 

(A) 3(A>— «’)y=r(A-«)>-H2A) 
dividendo l'equazione (a) per la (A) avremo 
x : y=A-«-2 a: a-*- 2 A 

Diremo R e A le basi dei due triangoli simili , o le basi 
del trapezio; dovendo essere queste basi come le altezze 
A, a, avremo ancora 


x: y=B-t-2A: A-t-2B 

si può di qui ricavare una costruzione semplicissima per 
avere il centro di gravità del trapezio. Infatti prolungale 
verto la destra una delle due basi d'una lunghesso uguale 
all'altra, e prolungata questa verso la sinistra di lunghezza 
uguale altra base conducete una retta che congiunga gli 
estremi di questi prolungamenti, questa retta segherà nel cen- 
tro di gravità del trapezio la retta bisegante le due sue basi 

Infatti prolungate DF di FI=AC 
=B, ed AC di AH— DF=A, con- 
ducete HI, e dal centro di gravità 
G la normale BE alle due basi, 
e la bisecante SR avremo GB : 
GE=GR: GS=1IR : SI, ossia 

- -t-B=B-*-2A : A-«-2B 
2 

Dall'equazione (A) ricaviamo 
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ora nella figura antecedente abbiamo SG: SR=EG : EB : 
se dunque si dica la retta bisecante R, ed SG y\ avremo 
che l'antecedente proporzione si cambia in y 1 : Iì=y : A— a 

• y y 1 

quindi nella (c) invece di — — — si potrà porre ^ , e cosi 

A — u R 


avremo 


. R /A— f-2B\ .. , * ■! 

y = — (— — -) , dove abbiamo la distanza del 

o \ R— ♦— t» / 


centro di gravila del trapezio dal punto medio della sua 
base supcriore data nella retta bisecante, c nelle due basi. 

48. Centro di gravità di nu arco di circolo. Sia 

da terminarsi il centro di gravità di un arco di circolo 


EDF. Si conduca la corda EF, e 
compiuto il semicircolo ADC si 
conduca il raggio RD, che Inse- 
ghi in D l’arco: è evidente che 
il centro di gravità del proposto 
arco si troverà in BD biseganlc 

tulle le corde parallele alla corda EF, onde basterà cono- 
scere la sua distanza dal centro B. A questo fine si con- 
sideri l’elemento infinitesimo mn del proposto arco: poten- , 
dosi questo supporre una (incoia retta se dal suo punto medio 
o si condurrà al diametro AC parallelo ad EF la normale op, 
il momento di questo archetto rispetto il detto diametro sarà 
mn. op. Dagli estremi m, n si conducano al diametro le nor- 
mali ms, nq, da n la ut normale ad mi, ed il raggio Bo: i due 
triangoli simili mnt, oiip ci danno mn. op=nt. Bo : dun- 
que ni. Bo sarà il momento dcll’archetlo mn rispetto il dia- 
metro, c la somma di tutti gli nt. Bo appartenenti a lutto 
l'arco EDF sarà la somma dei momenti del proposto arco 
rispetto il diametro. Ora questa somma dei momenti deve 
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essere uguale al moiiienlo dell'arco riconccnlralo nel cen- 
tro di gravità G: dunque, quella somma deve essere uguale 
ad EDF. BG, supponendo in G il centro di gravità. Ora 
nella somma di ni. Bo abbiamo costante il raggio Bo : 
dunque si deve prendere la somma degli ni per tutto l’arco 
EDF. Ma ni è la proiezione dell* elemento dell' arco mn 
sopra la corda EF : dunque la somma di quei momenti 
sarà la somma delle proiezioni degli elementi dell'arco EDF 
sopra EF moltiplicati per il raggio Bo: questa somma è 
la corda stessa EF: dunque avremo EDF. GB=.Bo. EF , 
BD EF 

c GB = p— p - : cioè la disianza del centro di gravila di 

un arco di circolo dal tuo centro è uguale al raggio mol- 
tiplicalo per la corda e diviso per l'arco stesso. 

49. Cernir» di gravità di mezza circonferenza. 
Se l'arco diventi mezza circonferenza la corda diventerà 
il doppio raggio e perciò la distanza del centro di gravità 
di mezza circonferenza dal suo centro è uguale al doppio del 
quadralo del raggio diviso per la semicirconferenza. 

50. Ceaitr» di gravita di un settore. Si voglia ora il 
centro di gravità della supcrGcie di un settore. Sia il settore 



AGBC;il centro di gravità sarà nel 
raggio CG, che biseca il suo arco 
AGB; perchè questo raggio bisega 
le corde a tolt i punti di AGB, e le 
rette fra CA,eCll parallelead AB. 
Se dal centro C si conducano inde- 


finiti raggia distanze infinitesime il settore sarà diviso in tanti 
settori che si potranno considerare come lauti triangoli iso- 
sceli, le altezze dei quali sono gli stessi raggi, quindi i loro 


centri trovandosi a 


2 

3 


di ciascun raggio saranno, disposti 
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* 2 

in un arco di circolo DFE, che ha per raggio DC= - AC: 

«5 

quindi il cenlro di gravili del settore distcrri dal centro 

C della disianza del cenlro di gravila dell'arco AFE: ora 

DE.FC 

questa distanza è ( § 48 ) . Ma invece di DE si 

2 2 2 

ponga - All, invece di FC, - CG, e per DFE,- AGB : 
o o o 

dunque la distanza del centro di graviti del settore pro- 

. , 2 AB.CG . , 

posto dal centro è - . — ; che ù due terzi delia di- 

3 AGB 


stanza del centro di gravità dell'arco del settore. 

51. Centro di gravltìi di nn acmlclrcolo. Se il set- 
tore divenga un seinicircolo, AB sarà 2CG , e la distanza 
domandata del centro di graviti sari quattro terzi del qua- 
drato del raggio diviso per la semicirconferenza. 

52. Centra di frnvltii della piramide. Sia da de- 
terminarsi il centro di gravili di una piramide. Si sup- 
ponga primieramente triangolare, c sia la piramide BACD. 



Dal vertice A si conduca al cen- 
lro di graviti I della base BCG la 
retta Al: come essa passa pel cen- 
tro di gravili della base così 
passeri per i centri di graviti 
di tutte le sezioni parallele a que- 


sta base, e ciò perché essendo sezioni simili una stessa retta 
deve similmente attraversarle, e ciò della geometria: dun- 
que la detta retta AI passa pel centro di graviti della pi- 
ramide. Similmente la retta CH condotta dal vertice C al 
centro di graviti H della base BDA passeri pel centro di 
graviti della piramide. Dovendosi dunque trovare questo 
centro sopra ambedue le rette Al, CH deve trovarsi in un 
punto comune: dunque queste rette si dovranno segare in uu 
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punto G, ed in questa intersezione si troverà il detto cen- 
tro. Per conoscere la posizione di questo punto G sopra 
AI da A per II si conduca AE sul lato BD, questa retta 
segherà BD nel punto medio E base del triangolo ABD, e da 
C condotta per I la retta CE a BD dovrà andare al punto E, 
medio della baseBDdcl triangolo BCD. Ora le rette AI, CI! si 
trovano nello stesso piano CEA, dunque si segheranno in un 
punto G. Finalmente si conduca IH. A causa dei centri di gra- 
vità dei due triangoli BCD, BDA, EI sarà un terzo di EC, ed 
EH un terzo di EA; dunque IH sarà parallela a CA , e 
perciò i due triangoli simili EHI, EAC ci danno, che come 
EI è un terzo di EC, così IH sarà un terzo di CA; e nei 
due triangoli simili GHI, AGC come IH è un terzo di AC, 
così IG è un terzo di GA; perciò IG sarà un quarto di 
3 

tutta IA, ed AG sarà , AI: quindi il centro di gravi td di 

una piramide triangolare è ai tre quarti della retta condotta 
dal vertice di un angolo al centro di gravità della faccia op- 
pofta , i tre quarti computati dal detto vertice. 

Si vede poi che il centro di gravità della piramide e lo 
stesso centro di gravità della sezione triangolare, che dista 
dal di lei vertice di tre quarti dell'altezza della piramido. 

Sia ora una piramide di base qualunque. Si divida que- 
sta base in tanti triangoli, e dai lati di questi pel vertice 
siano condotti altrettanti piani, avremo divisa la piramide 
in tante piramidi triangolari. 1 centri di gravità delle sin- 
gole piramidi si troveranno sulle sezioni che distano dal 
comune vertice di tre quarti della comune altezza : dun- 
que i centri di gravità delle dette piramidi si troveranno 
nello stesso piano distante dal vertice di tre quarti della 
comune altezza e perciò nello stesso piano dovrà trovarsi 
il centro di gravità di tutta la piramide. Se ora dal 
vertice della piramide si conduca una retta al centro 
di gravità del poligono base, questa passerà pel centro di 
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gravità della intera piramide: perciò questo centro di gra- 
vità deve trovarsi c sul piano distante dal vertice di tre 
quarti deU’altcz/a della total piramide , c sulla retta che 
dal vertice va al centro di gravità della base, dunque que- 
sto centro dovrà trovarsi nella intersezione della retta e 
del piano, perciò il centro di gravità di una piramide qua- 
lunque si trova sulla retta che dal vertice va al centro di gra- 
vità della base, e dista dal detto vertice di tre quarti di que- 
sta retta. 

53. Centro di gravità del prisma. Evidentemente il 
centro di gravità di un prisma di base qualunque è alla 
metà della retta che congiunge i centri di gravità delle 
due basi parallele. 

54. Centro di gravità Al nn tronco di piramide. 

Sia da determinarsi il centro di gravità di un tronco di 
piramide a basi parallele. Perciò s’ intenda compita la pi- 
ramide, c sia A l’altezza della piramide intera che poggia 
sulla base inferiore del tronco , ed a l'altezza della parte 
di piramide che poggia sulla base supcriore del detto tronco. 
Le solidità delle figure simili sono come i cubi delle rette 
in esse similmente condotte: quindi le solidità della grande 
e della piccola piramide saranno come A 9 , ed a 9 , e potranno 
essere rappresentate da questa quantità, perché la ragione 
costante sarebbe fattore di tutta l’equazione che stabiliremo. 
Dopo ciò A 3 — a 3 esprimerà la solidità del tronco proposto. 
La distanza del centro di gravità della piramide A 9 dalla 


1 1 

sua base è -r A: dunque il suo momento sarà -jA^.Ladi- 
4 4 

stanza del centro di gravità della piccola piramide della sua 

1 

base è - a, per aver la detta distanza dalla base inferiore 

4 


del tronco , ad - a dovrà aggiungersi A — a altezza del 

4 
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3 

dello (ronco: quindi questa disianza sarà A — , a : dun- 

4 

que il momento di a * rispetto la base dell’intera piramide 

sarà a 3 ^A — - aj . Se si dica x la distanza del centro di 

gravità del tronco dalla base superiore sarà A — a — x la 
distanza dalla base infcrione, e quindi il momento del tronco 
A*— a* rispetto questa base sarà 


(A* — a 3 ) (A — a — ar). 

Ora il momento dell’intera piramide rispetto la base infe- 
riore del tronco , deve essere uguale alla somma dei mo- 
menti delle sue parti, che sono la piccola piramide ed il 
tronco: dunque avremo 

- A <=o 3 ^A — ? —«—(A* — a 3 ) (A — a — x) 

di qui avremo 

4(A 3 — a»)*=a4— 4A , a-v-3A< 

Il primo membro è divisibile per A — a, ed il secondo per 
(A — a) 1 , tolto dunque dai due membri il fattore comune 
A —a, e messo in evidenza nel secondo membro l’altro fat- 
tore A— a avremo 

A — a 3A , -^-2Ao-*-a’ 

4 A’-v-Aa-t-a 1 

Se si dicano b, B le basi superiori ed inferiori delle due 
piramidi simili, o del tronco, dovendo essere esse come i 
quadrati della rette analoghe, B c b saranno come A 1 , cd 
a\ mettendo questi valori nella frazione antecedente avremo 
_ A-q 3B-+-2t/BA-+-A 
4 B-t-i/ B6t b 

ma A — o, ed x sono come la retta che congiungc i centri 
di gravità delle basi del tronco e la porzione di questa 
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rella fra il centro di gravità e le base superiore: dunque 
invece di quel rapporto ponendo questo, la x del primo mem- 
bro sarà la porzione della retta che congiunge i centri di 
gravità delle basi compresa fra il centro di gravità del tronco 
e la baso superiore e. per A — a si porrà prendere d a 
rappresentare la della retta, e perciò avremo 

_ d 3B-4-2^B&->-6 
4 B-f~t/ B b-t-b 

CAPO IV. 


Proprietà generali del centro di gracild. 


Primo proprietà. 



Siano ad un punto A applicate 
forze P, Q, R, S ec. e queste 
siano rappresentale dalle rette 
AP, AQ, AR, AS ec. e siano in 
equilibrio. Si è dimostrato (§18) 
che condotta per A una retta a 
piacere AX la somma delle com- 


ponenti dello delle forze secondo AX, o la somma delle , 
proiezioni A p, A</ , A r, A t ec. delle loro forze secondo 
AX deve essere zero: dunque abbiamo 


A/)-+-Ay-»-Ar-t-As ec. =0. 

Se per A si conduca un piano MN la somma antecedente 
è la somma delle distanze delle estremità delle forze dal 
detto piano. Se ora a questa estremità siano applicati pesi 
uguali, che diremo m, moltiplicando l'equazione antecedente 
per m c dividendola per tanti m quante sono le forze avremo 

, , Ap.rn-t- Ao.m-t- Ar.m-t-Aj.m „ 

(o) - ’ ec. =0 : 

m -+- m -t- m -t- m 
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dunque la somma dei momenli dei pesi divisa per la somma 
dei pesi stessi è zero; quindi il centro di gravità dei detti pesi 
si trova nel piano MN (§33) c poiché la posizione del piano 
è arbitraria, perciò il detto centro di gravità deve tro- 
varsi nel cornuti punto A dei possibili piani che si segano in 
questo punto d'applirazione delle forze. Da ciò si ricava, che 
il punto d' applicazione d’un numero qualunque di forze rappre- 
sentate da rette ed in equilibrio i il centro di gravità di pesi 
uguali o di punti materiali applicati alle estremità delle dette 
forze o di masse uguali applicate coi loro centri di gravità alle 
dette estremità: e viceversa se il punto d’applicazione d’un nu- 
mero qualunque di forze è il centro di gravità delle loro estre- 
mità considerate come punti materiali o come centri di gravità 
di masse uguali, le forze sono in equilibrio, perchè in que- 
sta seconda delta ipotesi la frazione (a) deve essere zero, 
cioè deve esser zero 

Xp Xq Ar Xs cc. 

ossia deve esser nulla la somma delle componenti delle forze 
secondo nna retta, che è carattere d'equilibrio (§ 18). 

Se non si abbiano punti materiali o centri di gravità di mas- 
se uguali, ma centri di gravità di masse qualunque m, m, m" 
ec. si dicano r, r’, r" cc. le distanze dei loro centri di gravità 
da un dato punto A. Si moltiplichino le dette masse per le 
respetlive distanze dei loro centri dal detto punto A, e le 
quantità provenienti mr, mV m"r" ec. si considerino come 
tante forze applicate al detto punto A. Siano a, a 1 , se" ec. 
gli angoli che queste forze fanno con una retta qualunque 
che passa per A saranno 
(a) rnreosa, m'r'cosa', rnVcosa" ec. 

le componenti di queste forze secondo questa retta , o le 
loro proiezioni su questa retta, o le distanze delle loro c- 
slrcmilà da un piano qualunque che passa per A. Sia A 
l'origine delle coordinate ortogonali e siano .r, y, z le coor- 


v 

» 


Digitized by Google 


i 


— 17 - 

dinaie dell'estremo di r, siano x, y' , z' le coordinale del- 
l'estremo di r', c cosi di seguito, avremo 

x=rcosa, x’=r' cosa', x"— r'cosa'' cc. 
dunque la somma delle componenti antecedenti (a) diventerà 
mx m'x' m"x" ec. 

Se le forze sono in equilibrio attorno al punto A deve es- 
sere (§ 18) 

mx m'x' m"x" ec. ss 0 

c perciò anche 

mx-+-m'x'-t-m' , x'' „ 

: tt — cc. =0 

m-+-m -t -m 

10 stesso avverrà per le coordinate y , c z , dunque 

11 centro di gravità del sistema di masse m , m' , 
m" ec. sarà nel punto A; c viceversa , se questo sarà il 
centro di gravità dovranno esser zero le frazioni come (b) 
relative ai tre piani, e perciò dovranno esser zero le quantità 

mi-t- m'x m"x", my-t-m'y'-*-m"y", mz-t-m'z'-t-m'V cc. 

cioè le forze mr, m'r 1 , m"r" ec. debbono essere in equili- 
brio intorno al punto A. Ecco dunque il teorema geuerale. 

Si abbia un sistema di masse ed un punto stabilito 
nello spazio , e si suppongano a questo punto applicate forze 
espresse dalle dette masse moltiplicate per le distanze dei 
loro centri di gravità dal detto punto, se questo punto sarà 
il centro di gravità del sistema delle masse, le dette forze sono in 
equilibrio, e se sono in equilibrio il punto di loro appli- 
cazione deve essere il centro di gravità del sistema di masse. 

56. Seconda proprietà. Siano M-*-l forze P, Q, R, 
S cc. applicate ad uu punto A ed in equilibrio, e si sup- 
pongano all'estremità delle rette rappresentanti queste forze 
o punti materiali o centri di gravità di masse ugnali , il 


I 


— es- 
punto A sarà (§ 55) il centro di gravità di queste masse. 
Si prolunghi la retta rappresentante la forza P al di là 
del punto A di una lunghezza, che sia la M"* parte di essa, 
c si segni l’estremo G , questo sarà il centro di gravità de- 
gli M punti materiali che sono all'estremità delle M forze 

p 

Q, R, S cc. Infatti abbiamo prolungato la retta P di — . 

M 

P 

Ora nel punto punto A della total retta P-t- — è il cen- 

M 

tro di gravità degli M-+-1 punti materiali: all' estremo di 

p 

P vi 6 un punto materiale dunque all’estremo G di jj vi 

M 

deve essere la componente M. Infatti avremo la proporzione, 
chiamando x la massa in G (§ 25) 

P 

M-t-1: x=P-+- — :P 

M 

dunque x— M: da ciò si ricava che A é il centro di gra- 
vità della massa posta all'estremità di P c delle masse u- 
guali alla delta poste all'estremità delle altre forze c che il 
punto A è ancora il centro di gravità della stessa massa, 
posta all'estremità di P, c delle M masse poste in G: dun- 
que questo punto G è il centro di gravità delle masse uguali 
poste all'estremità dello forze Q , R , S ec. Da ciò viene 
che se un numero M-t-1 qualunque di forze è in equili- 
brio intorno ad un punto, una qualunque di queste forze 
P prolungata passa pel centro di gravità delle M masse 
uguali coi loro centri applicate all'estremità delle altre 
forze , c che questo centro dista dal punto d'applicazione 
delle forze stesse del M'" a parte di P, ovvero si può dir cosi. 
La riluttante di M forze applicate ad un punto passa pel 
centro di gravità delle M uguali masse coi loro centri applicate 
all'estremità delle rette rappresentanti le dette forze, ed il 
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valore della risultante è M volti la distanza del punto d'ap- 
plicaxione delle forze dal detto centro di gravità. 

Da ciò si ricava, cbe se si sopponga un numero M di 
corpi uguali comunque collegati fra loro , c che dai loro 
centri di gravità siano ad un puuto qualunque condotte al- 
trettante rette, e queste si compongano a modo di forze, la 
risultante prolungata al di là del punto d'applicazione delle 
forze ad una distanza che sia la sua M' na parte segnerà colla 
sua estremità il centro di gravità delle dette masse. Da ciò 
si vede, che se sia invariabile le posizione delle M masse 
e comunque si varii il punto A cui si riuniscono le rette 
condotte dei loro centri di gravità , le diverse risultanti 
delle diverse forze dovranno passare per lo stesso cen- 
tro di gravità di posizione invariabile. Come anche se 
restando fìsso il punto A comunque variasse il sistema e 
delie forze applicate in A, e della posizione delle M masse 
uguali applicate all'estremità delle M rette rappresenlauti 
le forze, sempre la risultante di queste è obbligata a passare 
pel punto A pur passerebbe per i diversi centri di gravità 
delle dette masse. 

Se siano disuguali le masse m, m\ m" ec. coi loro cen- 
tri applicate agli estremi delle rette r, r’, r" ec. che con- 
corrono in un punto A, considerate le quantità mr, m'r' m"r" 
ec. come forze applicate in A, qualora siano in equilibrio, 
questo punto è il centro di gravità delle masse m, m\ m" 
ec. {§ 55); e viceversa, se quel punto è il centro di gra- 
vità delle dette masse, le forze mr, m'r', i»V' ec. sono in 
equilibrio. Posto ciò generalizzeremo il caso antecedente. 

Si ponga M=m'-*-m"-+-m' 1 ' cc. In caso d’equilibrio delle 
dette forze la mr volta in senso contrario é la risultante delle 
altre m’r 1 , m"r" ec. ( § 8 ). Si prolunghi essa al di la del 

punto A di una lunghezza — , all'estremo di questa retta 
si troverà il centro di gravità delle masse m', m", m" cc. 
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Infatti nel punto A è il centro di gravità delle masse m, 
tn', m" ec. (§ 55). All’estremo di mr si può considerare un 
punto materiale ebe diremo uno, • sia x la massa all'estre- 
mr 

mità della retta — . Perchè in A sia il centro delle forze 
M 

parallele collocato aU’eslrcmità della retta mr-t- ^ deve cs> 


sere 1 .mr = x, ed a>=M, dunque ragionando come in 

Al 


(§ 56), nell'estremo di — — vi è il contro di gravità delle 
masse m', m", m'" ec. 

57. Altra prava della proprietà antecedente. Sia 

come innanzi il punto A da cui partono le rette r, r', r" 
cc. all'estremità delle quali coi loro centri di gravità sono 
applicale le masse m, m', »" ec. e le quantità mr, m'r', 
pt"r" ec. si considerino come altrettante forze applicate in 
A ed in equilibrio. Se si suppongono x, y, v, x', y', i'\ 
x", y", *" ec. le coordinate delle estremità di r, r', r"ec, 
computate da A avremo ('equazioni (§ 55) 


(o) mi-t-wV-Hn"/ ec. =0 my-+-m'y'-*-m ,, y" ec. =0, 
ai-t-mV-H»"*" ec. =0. 


Si considerino ora le forze m'r’, m'V’, ec. e si trovi 

il quadralo della loro risultante: questa sarà (§ 21) 

(4) (»VH«Vr-r(»VT co. 

-*-2m'm"r , r"cos(r', r")^2m'm"'rV'cos(r', r") 

-*-2m"m"VV"cos(r", r 1 ") ec. 

ove cos(r', r") esprime il coseno dell'angolo fatto da r con 
r", o dalle forze mV, mV, e cosi degli altri. Invece di 
r h si ponga e cosi per gii altri: si ba poi (§ 20) 
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co#(r', r")= 


?' 


t y 

r' ' 7' 


T) » 


e cosi per gli altri; per questi valori il quadrato (ó) della 
risultante delle forze mV, m"r" cc. diventerà 

(c) -+-2 tn'm"(x'x"-*-y'y' ) 

ec. 

Se si dicano X, Y, Z le coordinate del centro di gravità 
delle masso m, in", m'" ec. e si ritenga 

ec. 

avremo l’cquazioni (§ 40) 

ec. 

MY=m l y'-*-m"y"-*-m"y ec. 

M /j~m z -+-m z -+-m z cc. 

Facendo i quadrati di queste equazioni e sommando avremo 

(d) 

ec. +2m'm"(x'x"-*-y'y"-*-z'x”) 

-*-%m'm"'(x'x'"-*-y'y"'-t-x'z l ") ec. 

ma questo è il valore (c) del quadrato della risultante delle 
forze mV, m"r" ec. che diremo R*, dunque 

B=Mf/(X 1 -^-Y 1 -+-Z J ) ; 

e dicendo D la distanza del centro di gravità delle masse 
m\ m" ec. dall’origine A delle coordinale, sarà R=MD , 
cioè, che questo centro dista dai punto A di applicazione 

delle forze m'r', w'V' ec. di — come si è veduto (§ 56) 
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Se ora nelle equazioni (a) si lasci nel primo membro 
— mx , — my, — mz, si faccia il quadrato delle equazioni 
provenienti, e si sommino si troverà, che il valore di 

(— my)*^-(— mi) 1 , 

o di 

(- m )V-+-y’— * l ) 

o di (— m)V’ è quello del quadrato (c) della risultante delle 
forze m'r', m"r" ec. colle quali mr è in equilibrio : ossia 
che questa risultante é — mr: dunque una qualunque delle 
forze in equilibrio applicate ad un punto volta in senso 
opposto è la risultante delle altre , come già si sa (§ 8). 

58. Terza proprietà. Si riprenda l'equazione (d), e si 
ponga in essa D 1 invece X’-i-Y’-rZ’, ed invece di x' 2 +tf 2 
-+-z' 2 il valore r' 2 , e cosi degli altri avremo 

M 2 D 2 =m' 1 r' 2 -*-m" 2 r" 2 -*-m"' 2 r’" 2 
(e) '-I-i'j') ec. 

-+-2m’m"'(x'x"'-t-y'y" , -*-z'z'") ec. 

Si dicano d' , d” ec. le distanze dei centri di gravità delle 
masse m', m", delle masse m', m ec. avremo evidentemente 
d'’=(x'-x'')M-(j,' -y ")*+{z'-z") 2 , 
d" 2 ={x'-x’ n ) 2 ->-(y'-y"') 2 —(z'-x"') 2 
ec. 

da queste ricaveremo 

2{x' X "+y , y"-*-zz")=r 2 -+-r" 2 -&' 2 
2(x'x" , -^-y'y'''-^-z'z'")=^ ,, -^-r , ” , — d'" ec. 
e la formola (e) diventerà 

+mV(r , Vr ,,, -dV*W'ir n +r m '-d">). 

In questa espressione r” è moltiplicata per 
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ec. 

o per ec.)=m' M: cosi avremo che r" 1 sarà 

moltiplicato per m"ìi, e così di seguilo, quindi sarà 

ec. 

-m'm"d'’-m'm"'d"’ ec. 

ossia 

M’D‘=MZ(mV*)— 2(m'm"d’>) 

Se G esprima il centro di gravità, ed 0 un punto dello spazio, 
invece di D porremo GO ad esprimere la distanza dei due 
detti punti. La r' indica la distanza del centro di gra- 
vità della molecola tn da O, e questa si esprimerà con 
(m'O). La d' indicando la distanza dei centri di gravità 
delle molecole m' , m" si esprimerà con (m', m") : quindi 
l’equazione antecedente diventerà 

(/) M , (G0) , =M2[m'(m'0) , 3 
da questa 

(GO, = - . 

Con questa equazione abbiamo la distanza del centro di 
gravità delle masse m\ m' ec. da un punto fisso, che può 
essere anche uno del sistema , data per mezzo delle dette 
masse e delle distanze dei loro centri di gravità dal detto 
punto, e delle distanze fra loro dei detti centri di gravità. 
Questa forinola quando sia ripetuta per aver la distanza del 
centro di gravità da due altri punti é preferìbile a quelle date 
nel (§ 40) dove abbiamo piani coordinati, e coordinate, il 
tutto estraneo al sistema proposto. 

59. Quarta proprietà. L’equazione (/) ci dà 

da questa si ricava, che il punto dello spazio pel quale 
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è del minimo valore è il centro di graviti per 
cni GO— 0: dunque il centro di gravità di un numero qua- 
lunque di masse fra loro collegale i quello rispetto il quale 
la somma delle masse moltiplicate per i quadrati delle di- 
stante dei loro centri di gravità da un punto ha il minimo 
valore. 

Se il punto O varia di posizione sulla superficie di una 
sfera ebe abbia per centro il centro di gravità delle dette 
masse , varieranno le distanze dei centri di gravità delle 
masse dai punto O: ma la somma delle masse moltiplicate 
per i quadrati delle distanze dei loro centri di gravità da 
0 sarà costante; e ciò perché per l’ipotesi fatta nella (g) la 
(GO)* é costante, ed è assolutamente costante 
pel sistema invariabile. 

60. Quinto proprietà Se poi si supponga il sistema 
girare comunque intorno al centro di gravità essendo fisso 
questo punto ed il punto 0 , nella formola (g) sarà inva- 
riabile il secondo membro e perciò non ostante il movi- 
mento delle masse del sistema la somma di esse moltipli- 
cate nei quadrati delie distanze dei loro centri di gravità 
dal punto fisso dello spazio rimarrà costante. 

61. Sesta proprietà. Se le masse m' m" ec. siano ugual j 
e ciascuna si supponga uno nell equazione (g), M diventerà 
il numero n di queste masse, ed avremo 

e se il punto 0 diventa il centro di gravità G delle dette 
masse sarà 

n2(mG) , =2(m , ,m' , ) I 

questa formola ci dice, che la somma dei quadrati delle di- 
stante di punti materiali di qualunque numero , e di qua- 
lunque disposizione é uguale alla somma dei quadrati delle 
loro distanze dal centro di gravità ripetuta pel numero dei 
punti. Se i punti sono masse, per questi s’intendano i cen- 
tri di gravità delle masse. 
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Di qui, la somma dei quadrati dei tre lati d’un triangola 
è uguale al triplo della somma dei quadrali delle distanze 
dei vertici del detto triangolo al centro di gravità del trian- 
goto stesso, o al triplo della somma dei quadrati delie di- 
stanze dei vertici del triangolo dalla intersezione delle rette 
che dai detti vertici vanno alla metà dei lati opposti. 

Ancora la somma dei quadrati dei sei spigoli di una pira- 
mide triangolare è uguale a quattro volte la somma dei 
quadrati delle distanze dei vertici dei quattro angoli trie- 
dri dal centro di gravità della piramide , perchè questo 
punto è il centro di gravità di quattro punti materiali nei 
vertici dei detti angoli. La stessa ragione è pel triangolo. 

Nell’equazione ( f) coincida il centro di gravità col punto 
0 avremo Sostituendo nella 

(f). invece di questo secondo membro il primo avremo 

M(GO)*=2[mVO)’J-2lV(«»'G)*]. 

Si suppongano uguali le masse m\ m" ec. c siano di uu 
numero n sarà M=nm', quindi l’equazione antecedente di- 
venterà 

£(m'0) i ‘=£(m'G) I -*-»(G0) , 

cioè in un sistema di corpi di numero n la somma dei qua- 
drati delle distanze dei loro centri di gravità da un punto 
qualunque è uguale alla somma dei quadrati delle distanze 
dei delti centri dal centro di gravità più » volte il qua- 
drato della distanza del punto dal centro di gravità. 

Da ciò si ricava, che la somma dei quadrati delle distanze dei 
tre vertici di un triangolo da un qualunque puuto anche fuori 
del piano del detto triangolo è uguale alla somma dei qua- 
drati delle distanze dei detti vertici dai centra di gravità 
del triangolo più il triplo dei quadralo della distanza del 
detto punto da questo centro di gravità. 

Si avrà eziandio, che in una piramide triangolare (a somma 
dei quadrati delle distanze dei vertici dei quattro angoli trie- 



» 
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dri da un punto qualunque delio spazio é uguale alta somma 
dei quadrali delle distanze dei detti vertici dal centro di 
gravità più il quadruplo della distanza del detto punto da 
questo centro. 

Si ha ciò col supporre ai vertici degli angoli del trian- 
golo e della piramide masse uguali applicate nei loro centri 
di gravità, e dal sapere che il loro centro di gravità coin- 
cide col centro di gravità di queste ligure. 

62. Settima proprietà- Si mpponga una linea qua- 
lunque di templice curvatura, che li ravvolga intorno ad una 
retta, la superficie generata da questa rivoluzione sarà uguale 
alla linea generante moltiplicata per la circonferenza descritta 
dal di lei centro di graviti nella rivoluzione. 

Sia > un elemento infinitesimo della detta linea, che si 
potrà prendere per una linea retta. Nella detta rivoluzione 
di questa la s genererà la superficie di un cono troncato. 
Si dica r la distanza del suo punto medio, o del suo cen- 
tro di gravità dalla retta intorno a cui fa la sua rivo- 
luzione, sarà 2-r* la superficie del detto tronco, e la som- 
ma di 2 ars , ossia 2«2r* estesa a tutti gli elementi della 
linea in proposito sarà la superficie generata da essa. Ora 
dicendo D la distanza del centro di gravità di questa retta 

dall'asse di rivoluzione abbiamo 40) D= ^ . Se que- 
sta equazione si moltiplica per 2nh avremo 27tDSs=2n2r*. 
Ora il secondo membro è come si è detto la superficie ge- 
nerata dalla linea ravvolgendosi intorno all'asse, e 2 sD2j è 
circonferenza descritta dal centro di gravità della linea nella 
rivoluzione, moltiplicata per la linea stessa: dunque è dimo- 
strato il teorema. 

63. Si consideri ora una superficie piana che si ravvolga 
intorno ad un asse, il solido generato da questa superficie i 
ugnale alla circonferenza descritta dal centro di graviti nella 
rivoluzione, moltiplicata per la detta superficie generante. 
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Sia la superficie ADC che si ravvolga intorno all’asse AC 
ed in questa si consideri il ret- 
tangolo infinitesimo nirt. Nella 
rivoluzione della figura questo 
rettangolo genererà un anello so- 
lido , che sarà la differenza dei 
due cilindri l’uno interno gene- 
rato dal rettangolo risq, e l’altro 
esterno generato del rettangolo ntrq. Si dica d 1’ altezza 
del rettangolo minore e d-t-à 1’ altezza del maggiore , che 
s’indicherà con d': sia finalmente In =o. Ciò posto sarà il 
cilindro interno (rad 1 , e l’esterno sarà Trad'% dunque l’anello 
solido generato dal rettangolo inir sarà n(d'* — d*)o, ossia 

Jr(d'-+-d)(d' — d)o=2« ^d-+- ba. Ora ba è l’area del dello 



rettangolo, e 2 n (d-+- 



la circonferenza descritta dal 


suo punto medio , o dal suo centro di gravità nella rivo- 
luzione della figura, e del rettangolo; esprimendo dunque 
con t la supcrficieola del rettangolo, con r la distanza del 
suo centro di gravità dall’asse AC di rotazione , il solido 
generato dal rcttangoletto sarà espresso da 2irrs, ed il so- 
lido generato da tutti i rettangoli elementari della super- 
ficie ADC, o il solido generato da questa nella sua rivo- 
luzione sarà espressa da 2rr2r*. 

Se si dica D la distanza del centro di gravità della su- 
perficie in proposito ADC dall’asse di rotazione AC avremo 

D= — . Si moltiplichi I’ equazione per 2 nla ed avremo 


2nD2s=2?t2r5. Il secondo membro come abbiaui veduto e- 
sprime il solido generalo nella rivoluzione dalla superficie, 
ed il primo membro è la circonferenza 2nD descritta dal 
centro di gravità della superficie ADC moltiplicata per 
che è la superficie generante ADC , quindi è dimostrato 
il teorema. 
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64. ipplleuUac del due teoremi «aleetinU. Per 

applicartene del teorema (§62) sia la semicirconferenza ADC, 
(fig.pag.57) che si ravvolga intorno al diametro AC: la su- 
perficie della sfera generata sarà uguale alla circonferenza 
descritta dal centro di graviti della semicirconferenza mol- 
tiplicata per la semicirconferenza stessa generante. 

La distanza del centro di gravità della semicirconferenxa 

2 DB* 

ADC dal diametro AC è ( § 49 ) : dunque la 


circonferenza descritta dal centro di gravità sarà 


4ttDB’ 


ADC * 

che moltiplicata per ADC ci darà 47tDB% che ò la super* 
ficie della sfera. 

Se intorno al diametro AC si ravvolga il semicir- 
colo ADC , essendo ^ ^-r(§ 51 ) la distanza del suo centro 
di gravità dal detto diametro, la circonferenza descritta da 
questo centro sarà ^ , che deve essere moltiplicata 

per la superficie del scmicircolo cioè per 4 ADC. BD: quindi 
avremo pel solido sferico — . BD* 

Sia un triangolo rettangolo di cateti a, r, il suo centro 
di gravità dista da a di - r; dunque ravvolgendosi intorno 

2fr \ 

ad a ci darà pel cono generato — r. 4 ra=r.r *. - a. 


Si supponga che il settore 
ACBG di angolo ACB di 90* si 
ravvolga intorno all’asse X Y pa- 
rallelo ad AB, la corda AB ge- 
nererà la superficie di un cilin- 
dro , ed il segmento AGBI ge- 
nererà un riporto solido al di so- 
pra di questa superficie; si voglia questo riporto. Il 
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centro di gravità del settore dista dal centro di (§ 50) 

2 AB.CG 

3 AGI) 


: dunque il solido generato dal settore ravvol- 


gendosi intorno al ponto C c mantenendo la corda parallela 

ad XY sarà ~ . AGB. 1 GC= ^ AB.CG 1 . Il cen- 

o AGB o 

2 

tro di gravità del triangolo ACB dista da C di - CI: dun- 

U 

que il solido generato da questo triangolo ravvolgendosi 

intorno al punto C col mantenere la corda AB parallela ad 

4n r , I AB. CI 2 n 

XY sarà — Cl. — — - = — ÀB.CI 2 . 

3 2 u 

Ora la differenza dei dne trovati solidi é il riporto solido 
Intorno al cilindro, che si domandava: quindi il suo valore 
sarà 

| uAB.CG* — | uAB-CI 1 — | nAB(CG 2 — CI*). 

U tJ O 


Essendo l’angolo C di 90*, il triangolo CIB sarà isoscele, quindi 
CB 1 =CG 1 =2CI 1 . Inoltre AB=c2Cl- Sostituendo questi valori 
neU’antecedeDte^iguaglianza avremo, che il riporto solido sarà 
A 

- rrCP. Ora questa à la solidità della sfera iscritta al ci- 

O 

lindro che ha il raggio CI: dunque il riporto solido, che 
avviluppa la superficie cilindrica è aguale alla solidità delia 
sfera iscritta al cilindro, mentre si sa che la superficie del 
cilindro uguaglia la superficie della detta sfera iscritta se- 
condo il celebre teorema di Archimede. 


CAPO V. 

Teoria delle coppie. 

65. Il caso di due forze uguali parallele ed opposte si am- 
metteva solamente come un caso eccezionale all’esistenza della 


-GO- 

risultante delle forze parallele, e niente di più: ma dopo le 
sagaci ricerche di Poinsot, che molto si è occupato della rota- 
zione dei sistemi, il detto caso è il fondamento della teoria 
semplice e generale dell'equilibrio dei sistemi invariabili, e 
forma il soggetto che ora imprendiamo a trattare ; cioè 
svolgeremo i teoremi riguardanti il caso indicato, di cui ci 
serviremo nella statica per stabilire le condizioni dell’equi- 
librio. 

66. SI dichiara ciò che «'Intende per eappla. Al si- 
stema di due forze uguali parallele ed opposte applicate 
ad una retta, e ad essa normali si da il nome di coppia. Per 
queste coppie daremo in primo luogo il metodo di traslo- 
carle senza cambiamento del sistema: 2* si tratterà dell’equi- 
valenza delle coppie e se ne ricaverà il valore: 3* faremo 
la composizione delle coppie: 4" ci serviremo delle coppie 
per traslocare a piacere le forze di un dato sistema: in ul- 
timo facendo uso delle teorie antecedenti , troveremo la 
condizione perchè un sistema qualunque di forze abbia una 
risultante, e sia in equilibrio. 

67. Traslacaintnto delle coppie. Una coppia si 
può trasportare dovunque sopra il piano yi cut si trova , 
o ad un piano parallelo che faccia corpo con esso. Una 
coppia di due forze uguali a P si esprimerà cosi (P, — P). 

Sia dunque una coppia (P, — P) 
applicata al braccio di leva AB 
nel piano X. Nel piano' pa- 
rallelo Y s'immagini la coppia 
(P\ — P*) di leva CD— AB e pa- 
rallela ad AB. S* immaginino , 
nei punti C e D applicate nor- 
malmente le forze P",— P", ciascuna uguale a P', uguale 
a P. Le quattro forze che si trovano nel piano Y 
si elidono , e perciò il sistema dei due piani X, Y colle- 
gati non avrà molo che dalla coppia proposta (P, — P). Si 
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congiungano i punti B, C, ed i punti A, D colle rette BC, 
AD ; queste si segheranno nel punto 1, che sarà il punto 
medio di esse a causa del parallelismo ed uguaglianza delle 
rette BA, CD. Ora le due forze — P, — P" avranno una 
risultante uguale alla loro somma da porsi nel punto me- 
dio I di BC, e parimente le due forze P, P'' avranno una 
risultante uguale alla loro somma nel punto I medio di 
AD ; ora queste forze uguali ed opposte applicate io I si 
elidono, quindi delle sei forze che avevamo nei due piani 
X, Y rimangono le due P', — P' che formano una coppia di 
leva CD, che è la coppia proposta (P, — P) di leva AB tra- 
sportata dal suo piano X in un altro parallelo Y, che s'in- 
tende far corpo col primo. 

Affinché la proposizione superiore abbia (ulta la sua e- 
stcnsione di prova manca il dimostrare, che una coppia si 
può trasportare dovunque sopra il suo piano. 

Sia la coppia (P, — P) di braccio di leva AB; perii punto 



I medio di AB si conduca a pia- 
cere una retta CD=AB, ed agli 
estremi si applichino normalmente 
le forze P 1 , — P’ uguali a P, avre- 
mo così una coppia (P 1 , — P') di 
leva CD, coppia eguale alla pro- 
posta. Ai punti D e C si appli- 
chino le forze P'*, — P" normali a CD ed uguali ad una delle 
quattro forze indicate. Avendosi l’equilibrio fra le quat- 
tro forze applicate agli estremi di CD , tutto il sistema 
delle sei forze non è in cITelto che quello della coppia pro- 
posta ( P, — P). Segandosi le direzione di P" con quella 
di — P in H, si conduca IH, avremo due triangoli IDH, 
IBH coincidenti, e perciò la retta IH taglierà in mezzo 
l’angolo DHB, e l'angolo — PHP'’; ma le forze — P, P" sono 
uguali, dunque la loro risultante segherà in mezzo il detto 
angolo — PHP ', c perciò questa risultante agirà secondo IH. 
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Parimente dall'altra parte conducendo IG da I nella inter- 
sezione delle direzioni di P, e — P", si proverà che la loro 
risultante và secondo IG; ora la risultanti secondo IH, ed 
IG sono eguali e contrarie, dunque si annullano, quindi si 
possono escludere le quattro forze P, — P", P", — P, e perciò 
non rimarranno che le due forze P', — P' che danno la cop- 
pia di lova CD, dunque veramente la coppia (P, — P) si è 
potuta trasporterò dovunque nel suo piano. 

68. Equivalenza delle cappio. Una coppia (P, — V) di 
Uva AB equivale ad una coppia (Q, — (J) di Uva IC se i 
loro momenti P.A1, Q.IC sono uguali. 

Infatti si prolunghi AI in C in guisa che con una forza 
Q'=Q si soddisfi all’ equazione 

P. AI=Q'.IC. Al punto I si ap- 
plichino le forze Q,— Q , e al 
punto C le forze Q', — Q' , di 
valore Q: queste forze saranno 
in equilibrio , e perciò tutte le 
sei forze che abbiamo si riducono 

all’ effetto della coppia (P, — P). Le due forze P , Q' 
hanno una risultante in I uguale alla loro somma, perché 
per ipotesi P.AI*=Q.IC (§ 24): ma questa somma di forze 
P-+-Q' viene elisa dalla forza opposta — P— Q: dunque delle 
sei forze spariscono queste quattro, e l’effetto della coppia 
proposta vien prodotto dalla coppia (Q,—Q r ) di leva 1C , 
posta però la condiziono P.AI=Q.IC. 

69. Relazioni del valori delle coppie. Siano due cop- 
pie(P, — P),(0, — Q)abracci eguali 
AB, CD, e supponiamo che le forze 
P e Q siano fra loro come 5 a 3; 
ciò vuol dire che le forze P, — P 
dividendosi in 5 parli uguali le 

Q, — 0 si potranno dividere in 3. 
Si faccia questa divisione , ed il valore di una parte aia 
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espresso per M, è evidente che la coppia (P,— P) sarà di- 
visa in cinque coppie (M, — M), e la coppia (Q, — Q) in tre 
coppie (M,— M) di bracci uguali, le prime di braccio AB, 
te altre di braccio CD, e perciò tutte queste coppie sono 
fra loro uguali: quindi perché la prima coppia equivale a 
cinque e la seconda a tre, potremo dire intensità della pri- 
ma ad intensità della seconda come cinque a tre; cioè le 
intensità delle coppie a bracci uguali sono fra di loro in 
ragione delle forze delle due coppie. Ciò suppone , che 
le forze siano tra loro commensurabili. Supponiamo però 
ohe siano incommensurabili, ed ammettiamo se ò possibile 
che l’ indicata proporziono non abbia luogo in questo 
caso. È evidente però che modificando un termine della 
voluta proporzione si potrà far sussistere. Supponiamo 
dunque, che invece dell’intera forza della coppia (P, — P) 
si ammetta una forza minore A p, dunque avremo , inten- 
sità della prima coppia ad intensità della seconda , come 
Kp sta a CQ. Si prenda una misura minore di P p, che en- 
tri esattamente in AP ed in CQ: vi sarà un punto di di- 
visione fra p, P, e questo sia c, talché avremo che Ac sarà 
commensurabile, e perciò avremo due coppie di forze Ac, 
CQ commensurabili a bracci uguali ; quindi sarà in- 
tensità della coppia (Ac, — Ac) ad intensità della coppia 
(CQ, — CQ) come Ac a CQ, ma avevamo intensità della coppia 
(AP,— AP) ad intensità della coppia (CQ, — CQ) come Ap 
à CQ; dunque a causa del rapporto comune (CQ,— CQ): CQ 
avremo intensità della coppia (Ac,— Ac) ad intensità della 
coppia (AP, — AP) come Ac ad A p ; cioè 1* intensità della 
prima coppia, che é minore della seconda è come una retta 
Ac maggiore di A p. Dunque in genere U intensità della 
coppia a bracci uguali tono fra loro coma la forza . 

70. Dimostro che le intensità delle coppie qualunque sono 
fra loro come i momenti delle coppia stessa-, cioè come le forza 
moltiplicate per i loro bracci. 


— di- 
siano due coppie (P, — P), (Q,— Q) a bracci p, q. Imma- 

?Q _qQ\ 


gino una coppia 


a braccio p , questa sarà 


\ p P i 

equivalente alla coppia (Q, — Q) a braccio q, perché la prima 

mi da il momento — . p o oQ che è il momento della 
P 

seconda, dunque Cuna può sostituirsi all’altra: lasciando 
quindi la coppia (Q , — Q) e ritenendo l’ equivalente 

( — , — di braccio p, c confrontandola coll'altra (P, — P) 

pure a braccio p , abbiamo due coppie a bracci uguali , 
dunque le loro intensità saranno come le forze; perciò in* 
(ensilà della coppia (P, — P) sta all’ intensità della coppia 

?Q\ „ - »9 ~~i.- sla a Qq} 


\ p pi 


come 


ma 


?0 _ 

a - — , come P p 

P 

invece dell'inlensità di (— , — — ) possiamo mettere l’in- 

\ p pi 

tensità deH'equivalcntc (Q, — Q), dunque abbiamo, intensità 
della coppia (P, — P) ad intensità della coppia (Q, — Q) come 
Pp a Qq, cioè le intensità di due coppie qualunque sono 
come le forze moltiplicate per i bracci, o come i loro mo- 
menti. 

71. Valore numerico delle coppie. Dopo ciò pos- 
siamo trovare il valore numerico di qualunque coppia : 
per ciò si fisserà in una coppia la forza come uno, e il 
braccio pure come uno , ed in una coppia qualunque si 
valuterà la forza ed il braccio rispettivamente nelle unità di 
forza e braccio della prima: allora l’intensità della coppia 
proposta stando all'intensità della coppia unità come il mo- 
mento della prima al momento della seconda che è uno , 
l'intensità della prima sarà tante volle l'intensità della se- 
conda quante volte l’unità entrerà nel momento della prima, 
e perciò la prima intensità sarà valutata nell’intensità della 
seconda presa per unità. 
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72. Composizione e decempooizlonc delle coppie. 

In questa composizione delle coppie, sia per primo il caso 
delle coppie in piani paralleli, o nello stesso piano. Siano due 
coppie di forze P , Q di bracci p , q- Se sono in piani 
paralleli si riducano sullo stesso piano (§ 67). Si consideri 
una coppia di forza P' e di braccio D , equivalente alla 
prima, perciò dovrà essere (§68) P' D=Pp, da cui, avendosi 
il braccio D , avremo il valore di P'. Sia un’altra coppia 
di forza Q’ c dello stesso braccio D, equivalente a quella 
di forza Q e di braccio q, atremo Q'Di=Q^, da cui ricave- 
remo Q r . Avendosi adesso invece delle due coppie propo- 
ste le due di forze P', Q', e del l’is tesso braccio I) , equi- 
valenti alle prime, c nello stesso lor piano, si trasportino 
queste coppie fino a sopraporre i bracci uguali, allora se 
le coppie tendono a ruotare nello stesso senso si sopraporrà 
la forza P' alla Q 1 e la - P' alla — Q', quindi abbiamo 
una sola coppia (P'-*-Q', — P 1 — Q*) di braccio D, che sarà 
la risultante delle due coppie proposte: il momento della 
coppia risultante ò (P'-t-Q')D=Pp-+-Q?> dunque la coppia 
risultante ha il momento uguale alla somma de'momenli delle 
coppie componenti j c le forze della coppia risultante sono 
rispettivamente i momenti P p , Qq delle coppie componenti 
divisi pel braccio /issato della coppia risultante 

Se le coppie proposte tendessero a ruotare in senso op- 
posto la coppia risultante sarebbe stala di forza P 1 — Q' e 
quindi di momento (P'~ Q')D=P/> — Qq , cioè il momento 
della coppia risultaute è uguale alla differenza dei momenti 
delle coppie componenti. 

Se le coppie fossero più di due se ne troverebbe la cop- 
pia risultante collo stesso metodo, c colla stessa relazione 
di momenti. Sia infatti una terza coppia di forza R c di 
braccio r, invece delle tre coppie abbiamo due coppie l’una 
di forza P'-t-Q' , c di braccio D , l’altra di forza R e di 
braccio r. Ciò che si è fatto riguardo alle due coppie 
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primitive si faccia rispetto queste due, potremo avere cosi 
invece di esse due coppie di forze P", Q' di braccio co- 
mune D' , o ad esse equivalenti colla condizione P"D'= 
(P’-+-Q')D, Q"D'=Rr. Trasportando ed applicando Cuna 
sull'altra queste coppie, come nel caso antecedente, avre- 
mo una coppia risultante di forza P"-t-Q" di braccio D‘ e 
di momento (P"-i-Q")D'= (per le antecedenti eguaglianze) 
(P'-*- Q')U -t- Rr = (ponendo il valore di (P'-4-Q')D') P p 
Qg -t- Rr, cioè la coppia risultante ha il suo momento 
eguale alla somma dei momenti delle componenti: il suo 
braccio c dato, c le forze P", Q" sono uguali a 

(I**-*— Q')l> Rr 

D r ’ 7? ’ 

ossia uguali a 

P p-*-Qq Rr 

F~ ’ F ‘ 


Il teorema allo stesso modo si può portare ad un numero 
qualunque di forze, c perciò in genere si può trovare la 
risultante di un numero qualunque di coppie che si tro- 
vano nello stesso piano, o in piani paralleli; ed il momento 
della coppia risultante è uguale alla somma de’ momenti 
delle coppie componenti so tutte le coppie tendono a ruo- 
tare nello stesso senso. Sarà poi la differenza per li momen- 
ti di quelle coppie che tendono a ruotare in senso opposto. 

73. Decomposizione di ano coppia. Sia la coppia 
(P,— P) di braccio AB nel piano 
ZAP, c si vogliano trovare due 
coppie equivalenti in due piani 
ZX,ZY congiunti ad angolo e col- 
l’intcrsczionc AZ col primo piano 
piano ZAP. Per AH si conduca 
un piano DACB normale ai due 
piani ZX, ZY che li seghi secondo AX, AY; da B si cou- 
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ducano BC parallela ad AY che seghi in C la AX, c BD 
parallela ad AX , che seghi in D la AY. Al punto D si 
applichino due forze opposte P, — P parallele a BP: il si- 
stema delle quattro forze sarà in effetto la coppia propo- 
sta. Ora la coppia (P,— P) a braccio BI) s'inteuda traspor- 
tata nel piano parallelo ZX e sia la coppia (P,— P) di brac- 
cio AC; avremo allora che la coppia proposta (P , — P) di 
braccio AB equivale alle due (P , — P) di braccio AD , e 
(P, — P) di braccio AC. Dunque una coppia (P, — P) di brac- 
cio uguale alla diagonale di un parallelogrammo, DACB , 
equivale a due coppie pur (P, — P) di bracci uguali ai lati 
AD, ed AC non paralleli del parallelogrammo colla condi- 
zione che le forze delle, coppie componenti siano parallele 
alle forze della coppia risultante. Il viceversa del teorema 
ó chiarissimo. 

74. insultante di coppie congiunte ad angolo. 

Siano due coppie (P, — P),(Q, — Q) 
di bracci AB, AC; supponiamo 
che — P, — Q siano secondo una 
stessa retta, e troviamo la risul- 
tante di queste due coppie. Si 
congiunga B con C colla BC, e 
si spezzi questa in parti inversa- 
mente proporzionali a P e Q ili j; in questo punto si po- 
trà applicare una forza P-t-Q parallela alle due in B , C 
che sarà la loro risultante; avrà con ciò invece delle due 
coppie proposte una coppia sola di forza P-*-Q e di brac- 
_ ciò A g , che sarà la loro risultante. Da g si conduca gm 
parallela ad AB, gl parallela ad AC, avremo il parallelo- 
grammo A Igm: si vuol provare che i lati Al, Am, di que- 
sto parallelogrammo sono proporzionali ai momenti P.BA, 
O-CA delle coppie proposte, e che la diagonale kg ù pro- 
porzionale al momento (P-t-Q) kg della coppia risultante. 
Si faccia P-t-Q=R; i tre momenti saranuo P.AB, Q.AC , 
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l\.\g. Lo tre forre P, Q, R sono come C g, tìg, BC, dun- 
t|ue potremo dire P.BA: Q.CA: R.Aj=Cj. AB: B g. AC: 
A g. BC; ma per li triangoli simili Cgm, CBA abbiamo C g: 
gm (=A/)=CB: AB: dunque C g. ÀB=CB. Al. Parimenti 
per i triangoli simili ligi, BxàC, B g: BC =gl (=Am): AC, 
dunque By. AC=Am. BC, perciò riprendendo l'antecedente 
uguaglianza di rapporti , c facendovi queste sostituzioni , 
avremo P.AB: Q.AC: RAj=A/.BC: Am.BC: Ay.BC=AI: 
Am: A g, comesi dovea dimostrare. Inconseguenza se sopra 
i lati delle due coppio componenti si prendano le parti Am, 
Al, a rappresentare i momenti di queste coppie , compilo 
il parallelogrammo A g , la diagonale A g rappresenterà 
il momento della coppia risultante o la sna intensità , e 
darà anche questa coppia , perchè basterà agli estremi di 
questa diagonale applicare forze opposte ognuna delle quali 
sia la somma delle forze componenti e parallele alle com- 
ponenti stesse. 

75. nnppreseotnnza delle coppie per mezzo delle 
rette come le ■empiici forze. 1° Bitpprencntnnzn 
della posizione della coppia. Invece di determinare la 
posizione d’una coppia per mezzo della posizione del suo piano, 
si può determinarla per mczzodella posizione di una retlaqua- 
lunque normale a questo piano, e che si potrà chiamare l'asse 
della coppia. Poiché una coppia può supporsi dove si vorrà o 
sul suo piano, o in un piano parallelo (§67), egli è chiaro, che 
si conoscerà la posizione d’una coppia nello spazio allorché si 
conoscerà la posizione del suo asse : imperocché elevando 
ove si vorrà in questo asse un piano normale si potrà pren- 
dere questo piano per quello della coppia proposta: in que- 
sta guisa la posizione delle differenti coppie parallele può 
esser data da una sola retta perpendicolare ai piani delle 
coppie, e che sarà di queste l'asse comune. 

Se le coppie sono poi in piani qualunque, si supporrà 
in primo luogo che siano trasportate in piani rispetti va- 
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mente paralleli , c (ulti condotti per uno stesso punto A 
preso a piacere nello spazio, c che diventerà il commi cen- 
tro di tutte le coppie. Se si prende poi questo punto per 
l’origine delle normali che si elevano a questi piani ri- 
spettivi, le posizioni delle differenti coppie saranno date da 
quelle di altrettante rette che partono dallo stesso punto A, 
e che fanno fra loro gli stessi angoli dei piani delle coppie 
proposte. 

76. Ilflpprcacntftnzn del valore delle coppie. Di 

più se partendo da questo punto A si prenderanno sulle dette 
rette le lunghezze AL, AM, AN ec. proporzionali ai mo- 
menti rispettivi delle coppie, e che s’indicheranno colle let- 
tere L , M , N ec. ciascuna di queste rette cosi limitata 
come AL, rappresenterà allo stesso tempo l’asse, c la gran- 
dezza L della coppia che gli corrisponde, cioè la posizione 
e valore della coppia. 

77. Rappresentanza del senso d'agire dello cop- 
pia. Finalmente si può far si che la stessa retta AL possa 
indicare il senso secondo il quale la coppia agisce , o 
tende a far girare il braccio. E questo è ciò che manca 
onde in tutto una coppia sia rappresentata da una retta, 
cioè nella posizione, valore c senso d’agire. Sia perciò 
una coppia di cui AL rappresenta la posizione ed il va- 
lore. Si supponga un occhio in L che rimiri la detta cop- 
pia. Se la rotazione si farà da sinistra a dritta del riguar- 
dante si considererà come positiva, e come negativa se la 
rotazione avverrà da dritta e sinistra. Ciò è desunto da 
questo che se con un occhio posto al polo del Nord si guar- 
dino i paralleli dalla parte di mezzodì si veggono gli astri 
muoversi da sinistra a dritta. 

Per questa maniera di determinare le coppie , c d’ in- 
dicarne i sensi simultanei si vede , che la rappresentanza 
geometrica di un numero qualunque di coppie qualunque di- 
venta perfettamente la stessa di quella di un uumero qualun- 
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que di forze qualunque applicale ad un punto, e siamo in i- 
stato come or ora vedremo di farne la composizione e de- 
composizione come quella delle forze. 

78. Coinpowlzlone 41 due coppie rappresentate da 
due assi concianti ad ancolo. Se due coppie L , M 

sono rappresentate nella posizione 
valore c senso di rotazione di 
due lati AL, AM di un paralle- 
logrammo ALGM queste due cop- 
pie si compongono in una sola G 
rappresentata in posizione, valore 
e senso di rotazione della diago- 
nale AG di questo parallelogrammo. Infatti dal punto A, 
e nel piano del parallelogrammo ALGM si conducano due 
rette »»', mm' normali c proporzionali ai dué lati rispet- 
tivi AL , AM c che siano ambedue divise nel loro punto 
medio da A. Se si compiscono i parallelogrammi Ani 1 »'/, 
A mng è chiaro, che questi saranno uguali fra loro e simili 
al parallelogrammo ALGM, e quindi la retta gg sarà per- 
pendicolare e proporzionale ad AG, o divisa in mezzo nel 
punto A. Sulle rette mm', nn' come bracci di leva ed in 
piani normali a quello della figura si applichino due cop- 
pie l’una (P, — P) sulla nn' , l'altra J’, — P) sulla mm' , c 
supponiamo , che ambedue tendano a girare da sinistra a 
dritta quando le guardiamo da L, ed M. Egli è evidente, 
che queste coppie possono essere prese per quelle rappre- 
sentale dei lati AL, AM. Imperocché esse, 1° sono in piani 
normali a questi lati, 51* i loro momenti sono proporzionali 
ai detti lati, 3* il senso delle loro rotazioni simultanee sono 
secondo la convenzione stabilita. Dopo ciò egli è facile ve- 
dere, ebe questo coppie si compongono in una sola rap- 
presentata dalla diagonale AG. Difatti le due forze P , P 
applicale in m, n si compongono in una sola 2P parallela 
e diretta nello stesso senso applicata in c, punto medio di 
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mn , c per conseguenza medio di A g. Similmente le due 
— P, — P in to', n' si compongono in una — 2P applicata 
in e punto medio di Ay' : cosi si ha la coppia (‘2P, — 2P) 
di braccio ce, o la coppia (P, — P) di braccio doppio gy'. 
Ora questa coppia é evidentemente normale e proporzio- 
nale alla diagonale AG , e tende a produrre la rotazione 
da sinistra a destra quando si riguardi da G. 

Krco come le coppie si rappresentano e compongono, 
come le forze: si rappresentano con rette, c si compongono 
come nel teorema del parallelogrammo. Quindi per le cop- 
pie esistono le stesse forinole trigonometriche che abbiamo 
date pel parallelogrammo , parallelepipedo, e poligono, le 
rette delle quali figure invece di essere forze nel caso no- 
stro sono momenti di coppie. 

79. Trnnlazlonc delle forze coll'Intervento delle 
coppie. Sia P una delle forze di un sistema applicata ad 
un punto B. Si consideri un punto 
qualunque A invincibilmente collegato 
con B ed al punto A siano applicate due 
forze P’, — P* contrarie, ciascuna uguale 
allaP,adessa parallele <■ nello stesso pia- 
no con questa; egli è evidente che per 
l’annullamento di queste due forze il si- 
stema si rimane nell’ effetto di P. Si 
conduca la retta AI normale alla di- 
rezione di P , c s’intenda questa applicata in 1. Abbiamo 
con ciò una coppia (P, — P') di braccio AI, e la forza P', 
che è la P trasportata parallelamente a se stessa in un punto 
qualunque A. Da ciò si ricava che una forza di un si- 
stema si può trasportare parallelamente a se stessa in un punto 
qualunque che faccia corpo col sistema purché si consideri 
una coppia di forze uguali alla proposta , e di braccio la 
distanza fra le due forze , la proposta e la traslocata. Il senso 
della rotazione della coppia dipende dalla posizione del 
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punto di Iraslocaraento delle forze. Se il punto a cui è 
trasportata la forza è alla dritta di chi guarda la figura , 
la coppia risultante del traslocamelo della forza rota da 
dritta a sinistra, c se quel punto è alla sinistra la coppia 
risultante rota da siuistra a dritta. 

80 . Hlenltante di no stalema qunlnn qne di forze. 
Si supponga un sistema qualunque di forze. Si trasportino 
tutte parallelamente a se stesse ad essere Applicate ad un 
punto, di queste forze si troverà sempre una risultante. 
Avendosi altrettante coppie si troverà la coppia risultante. 
Quindi un sistema qualunque di forze si riduce sempre ad 
una forza sola , cd una coppia. Si vede chiaro che la ri- 
sultante è sempre delia stessa intensità, e direzione dovunque 
si scelga il punto di traslocamenlo delle forze proposte. 
Non è però cosi della coppia risultante, perché si ò veduto, 
che per ogui forza che si trasloca la coppia proveniente 
nel suo braccio dipende dalla distauza delle due forze pro- 
posta e traslocata ; c la sua direzione dipeude dalla posi- 
zione del punto di traslocamenlo secondo che è a dritta , 
o a sinistra del punto di applicazione della forza proposta. 

81 . Coppia rloultnnte normale alla forza rioni- 
tante, c la minima. Tra tutti i punti di traslocamenlo 
delle forze di un sistema ve n'è uno A per cui la coppia 
risultante è normale alla risultante R delle forze. Infatti sia 
un punto A dove è la risultante R, cd (S,— S) sia la cop- 
pia risultante. Si decomponga questa in due l'una (T, — Tj, 
il di cui piano sia normale ad R, e l’altra (V, — V) sia in 
uno stesso piano con R. Su questo piano si scelga un tal 
punto 0 a tale distanza da A e tal posizione a destra o 
sinistra che avendosi a questo punto traslocata la R sorga 
una coppia uguale e contraria alla (V , — V) queste due 
coppie si distruggeranno c rimarrà la forza R colla coppia 
( T, — T) di piano ad essa normale : quindi esiste il punto 
domandalo. Questo puuto è unico, perchè se la R si tra- 
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slum ad un un altro punto nc risulta un altra coppia 
(R,-R), che essendo parallela alla R è normale alla coppia 
(T, — T); composte queste danno una coppia risultante obli- 
qua ad R. 

Da ciò risulta che la detta coppia risultante delle due or- 
togonali essendo maggiore della componente (T, — T), questa 
non solo è l'unica normale alla risultante, ma è la minima di 
tutte lecoppie risultanti dai possibili traslocamenti delle forze, 
del sistema: quindi in un sistema qualunque di forze ni é 
un punto, e questo unico dove trasportandosi tutte le forte 
danno una coppia risultante normale alla forza risultante, 
e questa é la minima. Si vede chiaro che nel caso indicalo 
la risultante é l'asse della coppia risultante. 

Da ciò si ricava, che per tutti i punti equidistanti dalla 
retta OR si ha la stessa coppia risultante: ma in piani di- 
versi, tutti però ugualmente inclinati alla OR; e che questa 
coppia si fa sempre maggiore più si fanno distanti i punti 
di traslocatucnlo delle forze; ed in- ultimo decomponendo 
qualunque coppia risultante in due rettangolari di cui una 
sia normale alla risultante secondo OR, si ritroverà sempre 
la stessa coppia minima (T, — T). 

82. Condizione per T equilibrio di nn slslema 
qualunque di forze. Si deve primamente stabilire, essere 
impossibile che una forza sia in equilibrio con una cop- 
pia , perchè se ciò potesse essere la forza volta in senso 
opposto sarebbe la risultante delle due forze della coppia, 
ciò che non può essere (§ 28). Posto ciò dal (§ 80) si ri- 
cava subito la condizione dimandala d'equilibrio di un si- 
stema qualunque di forze. Siano queste trasportate ad un 
punto, c si abbia cosi una risultante R, ed una coppia risul- 
tante S). Poiché fra K, e questa coppia non vi può essere 
equilibrio, quindi affinchè questo abbia luogo è necessario, 
che la risultante da se, e la coppia da se siano zero, cioè, che 
come nella composizione delle forze si giunge a due uguali c 
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contrarie; casi nella composizione delle coppie in ultimo si ab- 
biano due uguali in piani paralleli, o nello stesso piano e ro- 
tanti in senso opposto. Ecco dunque la condizione domandata. 
Affinchè un sistema sia in equilibrio si richiede, che, traspor- 
tate tutte le forse parallelamente a se stesse ad esser appli- 
cale ad un punto, queste siano in equilibrio, ed in equilibrio 
tutte le coppie provenienti dal traslocamenlo. 

83. Condizione affinchè nu olalcnta <ianlnnqac di 
forze abbia una rlanltante. Tutte le forze di uu si- 
stema essendo ridotte ad una forza sola, e ad una coppia 
(§ 82) sia R la detta forza, ed (S, — S) sia la coppia. 

Affinché queste forze si possano ridurre ad una forza 
sola é necessario che esista una forza R' che sia in equi- 
librio colla forza R, e colla coppia (S,— S). Esista questo 
equilibrio. Poiché si ha equilibrio fra le due forze R, R’, 
e la coppia (S, — S) dico che le due forze R, R' debbono 
formare una coppia contraria cd equivalente alla coppia 
(S, — S) ambedue situale nello stesso piano, o che è lo stesso, 
in piani paralleli. Infatti possono avvenire tre casi. Il pri- 
mo è che le due forze R , R' si riducano ad una forza , 
cd allora questa forza non potrebbe essere in equilibrio colla 
coppia (S,— S) (§ 28). Il secondo caso è che le due forze 
si riducano ad una forza cd una coppia, ed allora compo- 
nendo questa colla coppia (S, — S) avremo il caso antece- 
dente di una forza ed una coppia. Il terzo caso è ebe le 
due forze formino una coppia. Ora per l’equilibrio si ri- 
chiede che queste due coppie siano in un piano, o in piani 
paralleli, senza di che le due coppie si potranno comporre, 
e ridurre ad una coppia che non può esser zero (§ 28). 
Da ciò si ricava, che la forza R deve essere parallela alla 
coppia (S, — S). Quindi affinché un sistema abbia una risul- 
tante si richiede, che trasportate tutte le forse parallelamente 
a se stessa per essere applicate ad un punto qualunque, la 
risultante R di queste forze deve essere parallela alla coppia 
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risultante di tutte le coppie provenienti dalle singole forze 
traslocate. 

Questa condizione 6 necessaria ma ò ancora sufficiente. 
Infatti quando ciò avvenga, e la risultante R non sia zero 
«' evidente che potrò applicare al sistema una forza R' pa- 
rallela alla R ed a tal distanza e posizione che ne risulti 
una coppia equivalente ed opposta alla (S, — S), e che tro- 
vandosi in piano parallelo distruggerà questa coppia. Que- 
sta forza R' stimata in senso opposto sarà la risultante del 
dato sistema di forze. 

Del resto questa risultante sarà la R. Imperocché essendo 
la R parallela al piano della coppia (S, — S) si porterà que- 
sta nel piano di R parallelo al suo: disponendo allora la 
coppia cosi che le due forze S, — S siano parallele ad R; 
si comporrà la R colla S ed avremo la risultante R-»-S; 
poi si comporrà questa colla — S ed avremo R. 

Se la forza R fosse zero in tal caso o esiste la cop- 
pia (S, — S) e non vi è risultante, o questa é pur zero, 
e si ha l'equilibrio, e non la risultante: quindi la con- 
dizione completa nflìnchè un sistema di forze abbia una 
risultante è che la risultante delle forse trasportate paral- 
lelamente a se stesse per essere applicate ad un punto, esi- 
sta e che riesca parallela al piano della coppia risultante. 
Se la risultante R non è parallela al piano della coppia 
(S, — S) non esiste risultante dui sistema. In questo caso 
si trasporti la coppia (S, — S) in un piano parallelo che passi 
pel punto d'applicazione A di It , e poi si trasporti la 
coppia su questo piano così che la S sia applicata al punto 
A , allora si trovi la risultante R' di R ed S , avremo 
ridotto il sistema a due forze R', — S in due diversi piani 
dunque quando un sistema di forse non ha risultante è sem- 
pre riducibile a due (orse collocate in diversi piani , e due 
forze in diversi piani non possono avere una risultante: im- 
perocché si può sempre supporre che queste due forze prò- 
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vengano da un'altra forza , e da una coppia, che non gli 
è parallela. 

84. Condizione In calcolo per l'eolotenza della 
risultante di nn sistema qualunque. Abbiamo veduto 
( § 83 ) , che se un sistema di forze qualunque è ridu- 
cibile ad una sola , la risultautc generale deve essere pa- 
rallela al piano della coppia risultante. Per esprimere que- 
sta condizione iu calcolo si deve esprimere che l'asse della 
coppia è perpendicolare alla direzione della risultante , o 
che il coseno della loro inclinazione é nullo. Si dicano a, 
fi, 7 gli angoli fatti dalla risultante con tre assi ortogonali 
ed \, /x, v gli angoli fatti dall'asse della coppia coi. delti 
assi, avremo per la cercata condizione 

(1) cosacosX-i-coSf?cos/x-t-cosycosv=:0 

si dica R la risultante , ed X , Y , Z le sue componenti 
secondo i tre assi: siano L, M , N i momenti componenti 
della coppia risultante, di momento G secondo i detti assi, 
avremo 

X Y Z 

cosa= - , confi— - , cosy= - ; 

avremo ancora 

, L ,M N 

cosX== - , cos/x== — , cosv= - : 

dopo ciò sostituendo questi valori in ( 1 ), la condizione al- 
gebraica domandata per I' esistenza della risultante di un 
sistema qualunque è 

XL-t-YM-t-ZN=0 

85. Delle coppie o momenti relativi a diventi aitai. 

La coppia risultante di momento G decomposta perpendi- 
colarmente ad un asse , che forma col suo un angolo 0 , 
essendo uguale a Gcos5, se si dicano X', \x , v i tre angoli 
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che questo asse fa con quelli ortogonali delle coordinate, 
avremo 


cos9=cos).cos) l '-f-cos i ucos^'-t-cosvrosv’: 
moltiplicando per G, ed avvertendo, clic 

GcosX=L, Gcos^i=M, Gcosv=N 

sarà 

(1) Gcos9=LcosX-t-Mcos i u'-i-.Ncosy’. 


Dopo ciò si dicano, A, B, C i momenti delle coppie o delle 
rotazioni secondo gli assi x, y, 3; A', B', C' i momenti re- 
lativi a (re assi ortogonali delle x, y', 2 ' aventi la stessa 
origine dei primi, e siano oc, f, 7 gli angoli fatti dall’asse 
delle x' coi tre primi, oc , fi', 7 ' gli angoli falli dell’ asse 
delle y' coi detti, oc", f", 7 " gli angoli fatti dell’asse delle 
3' coi tre ripetuti, avremo per la ( 1 ) ('equazioni 

A'i=Acosa-t-Bcos/S-t-Ccos7 

B'=Acos«'-+-Bcos/ 3 ’-t-Ccos 7 ' 

C'==Acosa' , -*-BcoSjS"-*-Ccos'/'' 

elevando queste equazioni al quadrato, facendone la somma 
ed avvertendo alle equazioni (din. § 20) sarà 

Pertanto a qualunque terno di assi ortogonali condotti per 
lo stesso punto si riportino i momenti delle forze, la som- 
ma dei loro quadrati è sempre la stessa. Lo che deve es- 
ser cosi, perchè la della somma dei quadrali, è il quadrato 
del momento della coppia risultante di tre coppie normali 
a tre assi ortogonali, che deve essere sempre la stessa qua- 
lunque sia la posizione dei detti assi. 
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CAPO VI. 


Esercizi. 


Siano ad un puulo A applicale due forze uguali P , P' 
la risultante R dividerà in mezzo 
l’angolo PAP' ( § 7 ). Si dica que- 
st’angolo 2x, e sarà R funzione di P , 
e di x, che esprimeremo con R=/"(P, x). 
Si divida l’equazione per P e dalla in- 

variabilità del quoto p (§ 13) per l’in- 

dcGnila variabilità di P si ricaverà 

— - =f{x) , onde R=Py(x). Si de- 



compongano la P' in due uguali Q", Q'" che facciano con 
essa gli angoli uguali Q''AP' , Q"'AP' uguali a z , e lo 
stesso si faccia per la P sarà P’ = , e perciò 

R=Q"p(x)f(z). Si compongano le due forze Q', Q" e la ri- 
sultante sarà y"?(x — z) ; si compongano le due Q , Q"' e 
sarà la risultante uguale a Q'"y{x-+-s): dunque 


perciò 


R=y"V(x-+-i)-4-Q"f{x— z) 


Q"?(x)?(a)=Q"'?(x-*- z) +- Q'V(x-z) 


ossia 

(1) 9 (x-+-z)-t- 9 ì(x--i)= 9 »(x)p|z) 

da queste si deve ricavare <f{x). E primamente si deve sta- 
bilire che se l’angolo 2x delle forze P è zero la risultante 
è uguale alla loro somma , e se 2x è uguale a due retti 
la risultante è nulla: dunque x=0 dà R=2P; di qui y(0)— 2 
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ita R— 0: di più la R non può divenir zero per 


alcun valore compreso fra 0, e - .Si può facilmente ve- 

z 

derc che la condizione x=0, y(0)=2 viene dalla (1): im- 
perocché fattovi r=0 abbiamo 


2p(x)=p(x)y(0) donde f(0)=2. 

Prendendo la seconda derivata di (1) primo rispetto ad x, 
e poi rispetto * se ne conchiuderà 


f"(x) ?"(*) 

<fi x ) p(-) 


dunque 


?"(*) 

?(*)' 


=o. Si ponga f[x)=y, e l’equazione antece- 


dente si 


trasforma in 


d’y 

dx 1 


— oy=0 


( 2 ). 


Qui vi sono tre risultamcnti d'integrazione secondo che 
a>0, o=0, a<0. Sia o=0 avremo y=cx-+-c', sostituen- 
dola nella (i) si avrà una equazione fra x, e, z che nella 
loro variabilità non si può verificare che con c=0, quindi 
ffx) dovrebbe essere una costante: perciò si deve escludere 
il caso di a=0. Sia a>0 l’equazione (2) ci darà 


y = ce r Y° cr zVa . 


Sostituita questa in (1) per verificarla si deve avere c=0, 
o c=l unitamente a c'=0, e'—i. Non si può prendere in- 
sieme e— 0, c'=0 perché sarebbe y, o p(x)— 0 per qualun- 
que valore di x, ciò che è assurdo. Non si può prendere 
separatamente c=0, c'=l perchè <p(x) sarebbe espressa da 


un solo esponenziale che non sarebbe nullo per x= ^ . 
Si prenda dunque c=l, c'==l d'onde conseguita 
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p(x) =r e ri/a t~*V a 
n . 

che non diventa zero pei\r= - come deve essere. 

£à 

Sia a<0, e si ponga a=— m a l’integrale di (2) darà 
y =p(x) — ccosmx-*-c'scnmx 
dovendo essere y=2 quando x=0 sarà c=2 onde 
9(x)=2cosmx-»-c'scnmx. 

Sostituita questa in (t) risulta una equazione dove non 
polendo essere zero la m, si può togliere il fattore scnmx, 
e si ha cosi 

c'scnmx -t- 2cosmx = 0, 


equazione che non può essere soddisfatta che da c , =0: quin- 
di y=p(x)=2cosmx. La m si determina colle condizioni 


xz= - , p(x)=0, da cui si ricava m=2r»-»-l, ove n ò un in- 
2 

toro qualunque. Ma se non sia n^O cosmx, o p(x) potrebbe 
diveutar nullo per x = ^ 5 — — tt , valore compreso fra 0 c 



ed A=2Pcosx: dunque la risultante di due forze uguali 
è la diagonale d’un rombo. 

Colla figura qui innanzi si troverà la risultante di due 

forze P, Q rettangolari. Per 
ciò si condurrà la 1K in guisa 
che siano uguali gli angoli 
RAP, PAI , e perciò uguali 
gli angoli RAQ, QAK. Si de- 
comporrà la P in due uguali 
secondo Al , ed AR, c la Q 
in due uguali secondo AK, ed AR, c procedendo innanzi 
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si troverà R*=sp*-4-Q*, Pcos9=Qsen5, e perciò la risultante 
ò rappresentata dalla diagonale del rettangolo cc. 

Lo forze P , e Q facciano l’angolo qualunque QAP=a. 

■ Si decomponga la Q in due ret- 
tangolari l’una secondo Al’, l’al- 
tra secondo AK : trovati i loro 
valori pel caso antecedente , la 
risultante R si avrà dall’ equa- 
zione R’=P , -4-Q’-<-2PQcosa, e 
si ha AK=Qscna,cd AK=»Rscny 
dunque Qscnsc=Rscny, e similmente Pscnac=Rscn/3: cioù una 
qualunque delle tre forze è come il seno dell’angolo fatto 
dalle altre due. D’onde la risultante 6 rappresentata dalla 
diagonale cc. 

Siano due forze parallele P , Q applicate alle estremità 
di una retta di lunghezza a sotto I’ angolo b : per mezzo 
del parallelogrammo delle forze si deve determinare il va- 
lore della risultante, la sua direzione, ed il punto d'appli- 
cazione sulla retta a. 

Per modificare il parallelismo delle forze , onde averle 
congiunte ad angolo, si decomponga la forza P in due l'una 
secondo la retta a, e l’altra a questa normale ; applicata 
la prima dove ò applicata Q si trovi la loro risultante, cosi 
si avranno due forze l'attuale, e la normale che non sono più 
parallele. 

Sia una porla rettangolare di altezza a e di base b uni- 
formemente pesante, che si muova intorno due gangheri di- 
stanti di e dagli estremi orizzontali della porla : *«' vogliono 
i valori, e le direzioni degli sforzi orizzontali sostenuti dai 
due gangheri, e gli sforzi verticali. 

Una verga uniformemente pesante di lunghezza I, e gravata 
d'un peso p ai due terzi della sua lunghezza si sostiene a con- 
tatto di due rette inflessibili congiunte ad angolo retto, l’una 
verticale, e l'altra orizzontale, dove vi è un ritegno, onde la 

tì 
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2 

verga non sinici. Si supponga che i - già delti della verga 

<5 


*i'«no computali dall'estremo che si appoggia alla retta ver- 
ticale. Si domandano gli sfarsi orizzontali della verga con- 
tro le due rette, e lo sforzo verticale sulla retta orizzontale. 

Tre forze parallele sono applicate ai vertici A, B, C di 
tm triangolo proporzionali ai lati opposti a, b, c: determi- 
nate la posinone del centro di queste forze rispetto il punto A. 

Presi i lati b, c per assi delle x, y, le coordinate del celi- - 
tro delle date forre sono 


X=Y = 


be 

a-e-b-t-c 


se r esprime la distanza di questo centro da A abbiamo 


cd 


r 2 =X*-*-Y’-«-2X Ycos A=4X 3 cos 2 i A 

26ccos$ A 
a-r-bs-c 


Tre forze parallele P, Q, R sono applicate ai vertici A, B, C 
d'un triangolo, e sono nella ragione inversa dei lati opposti 
a, b, c: determinate la distanza del centro da A. 

Questa distanza è 

a(6*-t-2A 1 c , cosA-t-c 4 )‘ 

ab-*-bc-*-ac 

Ai vertici degli angoli B , C , D del triangolo base di una 
piramide, che ha per vertice A, sono applicate tre forze pa- 
rallele P, Q, R: determinare la distanza del loro centro dal 
detto vertice A. Siano gli spigoli 

AB=A, AC=c, AD=d, 

c gli angoli BAC, BAU, CAD siano espressi da (4, c) {b, d), 
(c, d), cd r sia la domandata distanza sarà 

r 2 (P-*-Q-*-R) , =P 2 à 2 -t-Q 2 c 2 -+-R , d 2 -4-2PQà<xos(i, c) 
-t-2PRArfcos(A, d)-t-2QRrdcos(c, d). 
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A tre punti fini di coordinate (a, b), (a 1 , b'), (a", b") nel 
piano delle i, y tono applicate tre forze parallele p, p', p"; 
supponendo la forza p" variare a piacere di grandezza si 
domanda il luogo geometrico del centro delle dette tre forze 
parallele. 

il luogo geometrico è dato dall’equazione 

(ap-*-a'p')b"-*-[{a"— a)p-s-(a!'— a')p’]y 
=(bp-*-b'p')a"-*-[(b" — b)p -*-(b" — b')p’]x 
Ad un punto sono applicate in un piano tre forze F , F' , 
F" che fanno fra lor gli angoli di 105*, 120°, 135°, deter- 
minare il loro rapporto, onde una qualunque di esse in senso 
contrario sia la risultante delle altre due: deve essere 
F F' F" 

1/ 3-4-1 ~ i 7 é ~~ ir 


Date tre forze uguali che applicate ad un punto facciano gli 
angoli 105°, 120*, 135°, determinate il valore, e la direzione 
della loro risultante. 

Siano le tre forze uguali a P rappresentate da F , F' , 
F", c sia O il punto di loro applicazione. Se. FOF', FOF’' 
sono gli angoli 120°, e 135°, prolungate OF ebe sia la retta 
Ox, e dite 6 l’angolo, che la risultante fa con questa retta 
troverete 


tang5= 


1 / 3 - 1^2 

1 / 2-1 ’ 


e 5=37°, 30'. Sarà poi 



1 / 6 -+- 1/2 

2 


Siano tre forze proporzionali ai tre lati di un triangolo, e 
siano applicate da fuori in dentro normali nei punti medi 
dei detti lati e giacenti nello stesso piano del triangolo : una 
qualunque di queste in senso contrario sarà la risultante delle 
altre due. 
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Le forze proporzionali ai lati di un poligono qualunque 
nello stesso suo piano, ed agenti normalmente sulla metà dei 
rispettivi lati da fuori in dentro sono tali che una qualunque 
in senso opposto è la risultante delle altre, ossia tutte le dette 
forze sono in equilibrio. 

Per mezzo d’una forza agente secondo una fune di data 
lunghezza che cinge una colonna si vuole abbatterla : si do- 
manda a quale altezza dalla base della colonna deve cingerla 
la fune, onde la data forza sia la più efficace. 

Un peso P è sostenuto da un fulcro A per mezzo di una 
funicella flessisibile considerata non pesante. A questo peso i at- 
taccata un'altra funicella , che orizzontalmente passando per 
la gola di una girella gli è attaccato un peso p: trovare 
l’angolo di deviazione dalla verticale della direzione della fune 
che sostiene P in quiete. 

Se siano a, b, c » valori dei lati di un triangolo opposti 
agli angoli A, B, C, cd h, k, 1 le distanze GA, GB, GC 
del suo centro di graviti dai vertici A, B, G, avremo 

l = | 

hz= 1 (26>-*-2c’-a>)i 

O 

k= 1 (2c*-h-2 a*-by> 

facendo il quadrato di queste equazioni e sommandole avremo 

Sia una piramide triangolare di vertice 0, e di spigoli in 
alto OA, OB, OC che facciamo uguali ad a, b, c; gli spi- 
goli opposti a questi nella base siano a', b', c'. Se si dica GO 
la distanza del centro di gravità di questa piramide da 0 
avremo 

G0= x [3(a J -*-A M-c J ) — ' 

4 
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Si dicano b, k, I, m le distanze del centro di graoitd dai 
vertici 0, A, B, C degli angoli della piramide avremo 

lefeìis’+i'-H-c 11 )— (J’-kW) 
16r=3(6*-t-fl'W*)~ (a's-c'-*-b , >) 
16m 1 =3(c , -t-a' 1 -*-4' 1 ) — (a’-*-4 3 -+-c ,J ) 
che sommate ci danno 

questo, c ('antecedente del triangolo combina col parag. 60 

Un cono retto di altezza a e di base di raggio r poggia 
coll'estremità del suo asse orizzontale sopra due sostegni: tro- 
vare le pressioni esercitate su questi dal suo peso. 

Nel caso antecedente supponete che l’estremità dell’asse del 
cono poggino sopra due sostegni l’uno elevato di c , e l’al- 
tro di c 1 sopra una comune orizzontale essendo c>c', trovate 
le due pressioni contro i sostegni. 

Provare che nel parallelogrammo delle forze due qua- 
lunque delle tre sono in ragione inversa delle normali ca- 
late sulle loro direzioni da un punto qualunque della di- 
rezione della terza. Si provi ciò col calcolo, c colla geo- 
metria. 

Come applichereste colla costruzione ad un dato punto 
cinque forze uguali ognuna uguale ad una data retta , 
c giacenti in un piano affinchè la risultante fosse ad esse 
uguale ? 

In un trapezio diviso in due triangoli date il metodo 
grafico per determinarne il centro di gravità, e poi rica- 
vate la forinola (din. §. 47). 

Due forze uguali agiscono in direzioni opposte lungo due 
lati opposti di un parallelogrammo, ed una terza forza lungo 
la diagonale) trovale la loro risultante. 
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Da un dato quadrato tagliale un triangolo in guisa, che 
la figura restante abbia il suo centro di gravità ove si tro- 
vava il vertice del triangolo. 

Trovale la distanza del centro di gravità dal vertice di 
un angolo 0 fatto da una verga uniformemente pesante ri- 
piegata in due bracci dati a, b. 

Se i lati di un triangolo ABC, sono bisegoli nei punti D, 
E , F , il centro di gravità del circolo iscritto al triangolo 
DEF i il centro di gravità del perimetro del triangolo ABC. 

É data la risultante e la somma di due componenti, ed 
ancora l'angolo che una di queste fa colla risultante, si 
domandano le due componenti e l’angolo che fanno. 

Trovare il solido generato da una completa rivoluzione 
di un triangolo rettangolo intorno alla sua ipotenusa , es- 
sendo dati i cateti a, A. 

Trovare il volume e la superGcic di nn solido generato 
dalla completa rivoluzione di un circolo di raggio r intorno 
ad una retta collocata nel suo piano , e distante di A dal 
suo centro. 

Date due componenti e la differenza degli angoli che for- 
mano colla risultante, trovare la risultante, e gli angoli che 
le tre forzo fanno fra loro. 

Conoscendo gli angoli che la risultante e le componenti 
fanno fra loro, e la differenza fra la risultante ed una com- 
ponente trovare le tre forze. 

Conoscendo una componente, l’angolo che fa colla risultante , 
e la somma della risultante coll'altra componente trovare le 
incognite nel parallelogrammo delle forze . 

Conoscendo i tre angoli che risultante e componenti fanno 
fra loro, e la somma di queste tre forze, determinare ciascuna. 

Nel parallelogrammo delle forze si conosce una compo- 
nente, I’ angolo che I' altra componente fa colla risultante 
ed il prodotto del valore della risaltante nel valore di que- 
sta componente, trovare questa risultante e componente, e 
l’altro angolo che è incognito. 
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PARTE SECONDA 


STATICA 


CAPO I. 


Forinole generali delVequilihria. 


1. Si è veduto (din. §-82) che la condizione affinché un siste- 
ma qualunque di forze sia in equilibrio ò, che trasportale tutte 
le forze parallelamente a se stesse ad un punto qualunque 
connesso col sistema, la loro risultante sia zero, c sia nulla la 
risultante di tutte le coppie che provengono dalla traslazione 
delle singole forze , ossia che sia zero il momento della 
coppia risultante. Ora si deve esprimere in calcolo questa 
condizione. 

2. Condizioni dell'equilibrio ponte In eqnnzlonl. 

Siano P', P", P'" cc. le forze del sistema. Si riferiscano 

queste forze a Ire assi ortogonali 
Ox, Oy, Oi, e si decomponga cia- 
scuna forza in tre secondo que- 
sti assi. Le componenti di P’ sia- 
no X', Y', T\ quelle di P" siano 
X", Y", 1", e cosi di seguito. Si 
consideri ora una P' delle propo- 
ste applicata in M, e di questo punto le coordinale siano 
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x\ y', s'. Prolungala la direzione della MZ' fino al piano yOx, 
lo incontri in C. Da questo punto si conducano le OD, CA pa- 
rallele all’Oy, ed Ox e si conduca la diagonale OC. Applicata 
la componente Z' io C si trasporli ad essere applicata in O se- 
condo Oz: avremo per ciò una coppia (Z% — Z') di braccio OC. 
Invece di queste potremo avere (din. §. 73) due componenti 
ognuna essendo coppia (Z', — Z'), l’una di braccio OB = x' 
l’altra il braccio OA=y': quindi le due coppie componenti 
avranno i momenti Z’x', Z y'. Parimenti per la componente 
X' avremo una forra X' applicata in O secondo Ox, e duo 
coppie ognuna (X', — X') sopra i piani zOx, yOx di momenti 
XV, X'y'. E per la Y' avremo la Y' applicala in O se- 
condo Oy, c due coppie ognuna (Y', — Y’) nei piani yOz , 
yOx di momenti YV, Y'x'. Da ciò si vede che per la forza 
P" avremo le tre componenti X", Y", Z" applicate in 0 
secondo Ox, Oy, Ox e le coppie nei piani che si segano 
negli assi Ox, Oy; Ox di bracci che si trovano coordinate 
nei detti piani , e perciò di momenti X"z", X"y": Y'V, 
Y''x": Z"x’', Z”y". Si vedo poi chiaro quali saranno le forze 
componenti, le coppie, ed i loro momenti per le altre forze 
I >"', P 1V cc. Dopo ciò avremo per le forze applicate in O tre 
sistemi di forze secondo i tre assi delle x, y, z, c quindi 
avremo tre forze 

(1) X'-+-X"-+-X'" cc; (2) Y’-+-Y"-+-Y"' cc, (3) Z'+Z'U-Z"’ ec. 

Ora dovendo essere zero la risultante di queste debbono 
essere zero parzialmente queste componenti: perché se una 
è zero, esiste la risultante delle altre due; c se due sono 
zero la risultante ò quella che rimane : dunque la prima 
condizione dell’equilibrio è espressa dalle (l), (2), (3) ugua- 
gliate a zero ebe si potranuo esprimere con 

(A) 2SX’=0 2Y'=0 2Z’=0. 

3. Inoltre; da ciò che abbiamo detto per P’ delle coppie com- 
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ponenti, si vede, che per ogni forza delle proposte in ogni 
piano coordinato abbiamo due coppie di rotazione contraria. 
Per esempio per la forza P' sul piano zOx abbiamo la coppia 
di momento XV che rota da Oz verso Ox, e la coppia di 
momento ZV che rota da Ox verso Oz: in somma per ogni 
forza abbiamo in ogni piano due coppie in senso contrario 
di momenti che sono le sue componenti secondo gli assi gia- 
centi in questi piani moltiplicate contrariamculc per le coor- 
dinate in questi assi. Queste coppie in ciascun piano(din.§.72) 
daranno una coppia risultante il di cui momento è la dif- 
ferenza dei momenti delle coppie rotanti in senso opposto: 
dunque nel piano z()x abbiamo la coppia di momento. 

Z'i'-XV+Z'V'-XV-fZ'V"— X'V ec. 

ossia 

(a) Z V'-t-Z' 1 V"— XV -X'V'— X’'V". 

Nei piani zOy , xOy avremo per ciascuno una coppia di 
momenti 

(A) Z'y'H-Z"y"H-Z"y"— YV— YV— Z"V" cc. 

(e) X'y'-+-X"y"-+-X"'y”' — YV— Y"x" — Y"'x"' ec. 

La seconda condizione dell’equilibrio vuole che la coppia 
risultante sia zero, o che sia zero il suo momento: questo é 
la risultante (din. §. 78) dei momenti delle tre coppie nei tre 
piani coordinati: dunque questi debbono essere parzialmente 
zero, perchè se uno è zero abbiamo il momento risultante 
degli altri due; e se due sono zero abbiamo per risultante 
il terzo momento esistente : dunque fatte zero le (a) , (A) , 
(e) abbiamo l’cquazioni che esprimono la seconda condizione 
dell’equilibrio 

Z(xy— Y V) = 0 

(B) 2 (YV— Z' y 1 ) = 0 
l(Z'x'~ XV) = 0 
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4. Altro maniera di esprimere in calcolo le con- 
dizioni d'equilibrio. Le forinole (A), (B) (§. 2, 3) pos- 
sono esprimersi colle forze e gli angoli che esse fanno co* 
gli assi coordinali. 

Siano a! , fi , / gli angoli che la P' fa cogli assi della 
x, y, x, e gli angoli analoghi per P" siano a", fi 1 , y", e 
cosi di seguilo, avremo 

X'= P' cosa’, Y'= P' cos fi, Z'= P’ cos*/, 

e cosi del resto. Allora le delle equazioni (A), (B) d'equi* 
librio saranno espresse da 

IP’ cosa'= 0 I P' cos fi = 0 IP' cosy'= 0 
IP'(y' cosa' — x' cos/5') = 0 
IP’(x f cos/S' — y' cos*/) = 0 
IP'(x' cosy' — x' cosa') = 0. 

5. Deduzione del enea che le forse concorrano 
In nn punto. Se si suppone che le direzioni delle forze 
P', P", P'" cc. concorrano in uno stesso punto , e che si 
sia preso questo punto per origine delle coordinate, i co- 
seni degli angoli a' fi / ec. saranno proporzionali alle ri- 
spettive coordinate x y *' dei punti d'applicazione, in 
guisa che avremo 



d’onde 


x' : y’= cosa' : cos/5', x' : x'— cosa': cosy' 
y 'cosa' — x'c os/3 '=0 


xf cosy' — x'cosa'=0 


allora le tre ultime delle sei equazioni (§. 4) dell’eq tiilihrio 
spariranno, e non si avranno che le tre prime, le quali ci 
mostrano, che per l’equilibrio di un sistema di forza ap- 
plicate ad un punto è necessario, e sufficiente, che le somme 
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delle forre secondo tre assi siano zero ossia , che la ri- 
sultante sia zero, senza le condizioni per l'equilibrio di ro- 
tazione, che di fatto in tal caso non ha luogo. 

6. Caso che le forze non formino che coppie. Se 
le forze P', P", P"' cc. non formano che coppie , poiché 
allora qualunque P* inclinata all’asse delle x con un angolo 
a! ne avrà nel sistema un* altra uguale inclinata allo stesso 
asse con angolo 180“ et 1 , non vi sarà quantità P' cos et 
che non abbia la sua eguale, e di segno contrario: cosi i 
primi membri delle prime tre delle sei equazioni d’equili- 
brio si distruggeranno, e non avranno luogo che le tre ul- 
time. E di fatti in questo caso non ri é che il moto rotatorio 
da distruggere colla condizione d’ equilibrio. 

7. Ricerca della risultante delle forze P', P", P"', ec 
quando non sono In equilibrio, e condizione per 
la sua esistenza- Supponiamo che le forze P', P”, P'" ec. 
non siano in equilibrio, c ebe la forza — R sia capace di 
produrlo, in tal caso R sarà la risultante (din. §. 8). Allora 
le sei equazioni d’equilibrio avranno luogo introduceudoci 
la — R. Siano et, /3, y, gli angoli che la R fa coi tre assi. 
Facendo per abbreviare 

(1) ZP' cos«=X,ZP'cos/3'=Y,2P'cosy'=Z 
avremo 

X — licosa =0, Y — R cos/3 =0 
Z — R cosy =0 

dalle quali si ricava (ricordandoci dell’equazione cos 1 a 

-v-cos’/S-f-cos*/ =1 ). 

R == i/(X> -+- Y“ -f- Z“) 

avremo ancora 

X Y 

|/(X a -r-Y , -v-Z 1 ) C ° S P l/^-r-Y’-^-Z’) 

Z 

— ^(X’-v-Y’-v-Z') 


( 2 ) 


cosa 


cosy 
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Si dicano x, y, x, le coordinate del punto di applicazione 
della risultante e si faccia 

IP^z'cos/S— y'cos*/) =L 

2 P'(x'cos 7 ' — js'cosa') = M 


2P'(y'cosa' — x'cosfi) = N 


avremo 

(3) ! 


L — R(scos)3— ycosy) = 0 
M — R(xcosy— zcosa) = 0 
N — Rfycosa— xcos/2) = 0 


ossia 

I L — Yi-t-Zy = 0 
M — Zx-t-Xs = 0 
N — Xy-*-Yx = 0 

Se da queste equazioni si eliminino te coordinate a-, y, x , 
avremo 


XL YM -+- ZN =0 


per l’equazione di condizione dell’ esistenza della risultante 
come si 6 avuto (din. §. 84). 

Avendo luogo t'antecedente equazione i valori delle coor- 


dinate si presenteranno sotto la forma di^-, perchè la ri- 


sultante potendo essere applicata ad un punto qualun- 
que della sua direzione , debbono essere indeterminate le 
sue coordinate, e le tre equazioni (4) sono l’cquazioni delle 
proiezioni della risultante sopra i tre piani coordinati. 

8. Caso delle forze parallele dedotto dalle equa- 
zioni antecedenti. Supponiamo, che le forze P 1 , P", P'"ec. 
siano parallele. In tal caso <x'—a!'=a!"= ec. /S'=/S"=/S''' ec. 
y'=y'=ry"'= ce. e l’equazioni (1) (§. 7) ci daraono 
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cosa'2P'=X,cos/3'2P'=Y,cosy2P'=Z' 
dunque dalle (2) (§. 7) avremo 

cosa= cosa', cosfi—cosfi', cosy= cosy' 

quindi la risullanlc sarà parallela alle componenti paral- 
lele. Avendosi poi Rcosa=X avremo 

R cosa = cosa’ XP' 

ossia R=ZP': cioè la risultante è uguale alla somma delle 
componenti. Finalmente le (3) ci danno 

R (zcos/3 — ycosy ) = XP'(z'cos/3 — y’cosy) 

R (xeosy — acosa) = 2P'(x’cosy — z'cosa) 

R (ycosa — xeos/S) = XP'fy'cosa — x'cos/3) 

da queste abbiamo 

cos/S (Rz — 2PV) = cosy (Ry — XP'y') 

cosy (Rx — XP’x') = cosa (Ri — 2PV) 

cosa (Ry — XP’y') = cosjS (Rx — XP'x') 

Nella indipendenza degli angoli a, fi, y, per verificare 
queste equazioni dobbiamo avere 

Ri — 2PV = 0, Ry — 2Py=0 

Rx — XP'x' = 0 

dalle quali 

XP'x' . XP'x' 
x=— , ossia x= ~ ypj » 

vp'y' vp* 2 » 

y= xp' ’ s== ~vF 

come avemmo (din. §. 10). 
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CAPO li. 

Equilibrio delle forte nelle macchine. 

9. Definizione della macchina. Macchina é un mezzo 
pel quale si modificano le forze nella loro direzione , in- 
tensità, e punto di applicazione per produrre la quiete o 
il molo. Per esempio la girella modifica la direzione della 
forza o non l’intensità, perché vedremo, che la forza deve 
essere uguale al peso da sollevarsi: modifica però la dire- 
zione , perché invece di agire dal basso in alto per sol- 
levare il peso senza questa macchina , con questa agisce 
dall'alto in basso con più comodo di chi tira, più sicu- 
rezza , ed aggiungendo alfa forza muscolare il peso del 
proprio corpo : e poi a trarre si può Impiegare un peso. 
La leva poi modifica lutto nella forza. 

Nella macchina v’ é sempre almeno un sostogno o ful- 
cro , le forze da vincersi che si chiamano resistenze e le 
forze vincenti che si dicono semplicemente forze, o potenze. 

10. attrito. Uua resistenza che sempre si aggiuugc alla 
forza oalla resistenza nelle macchine è l'attrito, e di questo 
fa duopo ora parlare per valutarlo nel nostro capo , che 
tratta delle forze in equilibrio applicate alle macchine. 

L' attrito proviene dall' ingranaracnto delle prominenze 
di un corpo nelle cavità di un altro. Dai meccanici si di- 
stinguono tre specie di attriti, che provengono da tre di- 
verse maniere di moto: e sono 1° quello di un corpo che 
striscia radendo un piano: 2° quello di un cilindro che 
ruzzola sul piano: 3 1 * quollo dell'asse di una ruota, o d’una 
carrucola; o giri l’asse o giri il cerchio attorno al mede- 
simo. 

11. Elementi che Inflnlncono mill' attrito. Gli ele- 
menti che possono influire sull’attrito sono 1° la pressione 
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di cui il corpo grava la superficie sulla quale si muove ; 
2* la scabrosità delle superficie che scambievolmente stro- 
picciatisi dipendente dalla diversa loro natura e prepara- 
zioni, 3* la durata del loro scambievole contatto, 4“ l’esten- 
zione delle medesime superficie, 5° la velocità del moto. 

12. Attrite della privati specie. Dalle sperienze si ri- 
cava, che in pari circostanze l'attrito é proporzionale alla 
pressione. Sia Q la pressione, potrà l’attrito esprimerei per 
fQ, essendo /‘costante nelle diverse pressioni. Pare però dalle 
sperienze che il coefficiente f scemi alcun poco nelle grandi 
pressioni. Tuttavia la differenza è piccola, e per lo più può 
trascurarsi con sicurezza. 

a 

13. Varia l’attrito secondo la qualità dolla superfìcie. Fra 
legni nuovi, abbenchò piallati, egli vai circa la metà della 


pressione, fra melali 


. 1 
' 4 


fra legni e metalli - 
3 


14. Quando le superficie sono logore per lungo stropiccia- 
mento l'attrito si fa minore. Cosi nei legni dalla metà del 
peso ridneesi ad un terzo. L'attrito fra legni riesce anche 
molto minore quando le fibre s'incontrano ad angolo retto, 
per la qual circostanza I’ attrito si riduce ad un quarto 
della pressione. 

15. Spalmando la superficie con materia untuosa sì ottiene 
un considerabil vantaggio, e tanto più quanto l’unto ha 
più di consistenza. Così l'unto di sego fresco scema 1' at- 
trito circa per metà. E quando anche I’ unto non si rin- 
nuovi , finché resta nelle superficie alcnn poco della vec- 
chia untuosità, dura tuttavia il vantaggio , potendo consi- 
derarsi l’attrito delle superficie untuose siccome medio fra 
quelle delle asciutte, e quelle di fresco spalmate. 

16. Varia l'attrito secondo la durata del contatto e cresce 
per un certo tempo sin che giunge al suo valor massimo 
e costante. Questo tempo é d’un minuto o due nei legni; 
brevissimo ed impcrceltibi'c nei metalli: ma nei legni so- 
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vrapposli a metalli dura parecchi giorni. Si prolunga mollo 
coll' ungere la superficie. Generalmente è maggiore quando 
le superficie sono estese, c quando sono eterogenee. 

17. L’attrito poco o nulla dipende dall’ampiezza della su- 
perficie. Ben è vero che quando la pressione è piccola, c 
la superficie molto estesa la resistenza trovasi alquanto 
maggiore massimamente se si frapponga intonaco untuoso: 
ma questo aumento molto irregolare, ed incostante nasce 
probabilmente dalla coesione. 

18. Havvi un modo di ricercare il coefficiente f dell'attrito 
per un dato corpo. E questo consiste ucl trovare per espe- 
rienza quel più rapido piano su cui quel corpo possa per 
se medesimo sostenersi. Declini questo piano della verti- 
cale dell’angolo m; sarà /=cot.m. Infatti il corpo tende a 
scendere con forza ^cos.m, essendo g la gravità, e premo 
il piano con forza £scn.m: dunque 1’ attrito è fgscn.m, e 
poiché esso equilibra la forza che fa discendere il corpo 
sarà fgsoa.m=gcos.m, ossia f=col.m. 

19. Cosi essendosi trovato che i mattoni si sostengono su 
d’un piano mediocremente liscio, purché questo declini dalla 
verticale di gradi 50, sarà per li mattoni f=0- 8 in circa. 

20. Le terre smosse non si sostengono a piombo, c pren- 
dono naturalmente un declivio dalla verticale di gradi 60 se 
sono terre sabbioso c sciolte; di gradi 51 se sono terre forti. 
Adunque per 1’ attrito delle terre fra loro il valore di f 
sarà frà 0.58, e 0.73. 

21. L'attrito dei corpi in molo generalmente parlando é 
minore di quello cho convicn superare nel primo distacco 
dell'uno dall'altro. Non è però uguale in tutti il divario. 
Nei legni essendo l’attrito del primo distacco la metà della 
pressione, l’allrilo nel moto continuo non n’é più che l’ot- 
tava parte. All’ incontro nei metalli v' è sensibil divario 
fra il primo attrito ed il secondo. Densi fra legni e metalli 
ne’ quali abbiamo veduto essere il primo attrito un quinto 
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della pressione, il secondo in un moto lento e continuo si 
riduce ad un dodicesimo. Nei legni e molto più nei me- 
talli I’ attrito si mostra costante , ed adatto indipendente 
dalla velocità. Non cosi fra i legni e metalli: quivi I’ at- 
trito col crescere della velocità si aumenta sensibilmente 
quantunque in una proporzione assai minore. 

22. Ben è vero, che quando i legni sono logori per conti- 
nuato stropicciamento, e specialmente se il carico è grave, 
e la superfìcie piccola, la velocità non influisce più tanto 
sull* attrito. 

23. Attrito di oeeonda specie. In pari circostanze 
l'attrito di seconda specie è prossimamente in ragione in- 
versa del diametro del cerchio, o cilindrò rotante. 

24. Varia ancora questo attrito secondo le diverse materie 
che formano il cilindro o il piano. Sembra però, che l’un- 
tuosità non giovi punto a scemarlo. 

25. Rotando un cilindro di guaiaco del raggio di m. 0,081 
sopra un piano di rovere risultò dalla spcrienze /==0,006: 
c rotando il medesimo sopra di un piano d’ olmo si trovò 
MMUO. 

26. Attrito della terza apeele. In pari circostanze 
trovasi l’attrito prossimamente proporzionale alla pressione, 
dico prossimamente, perché sotto le grandi pressioni 1’ at- 
trito diminuisce alcun poco. 

27. Varia l’attrito secondo la materia che forma l’asse ed 
il suo cerchio. Essendo l’asse di ferro, ed il cerchio di rame 
l’attrito è un settimo della pressione: ma quando l’asse cd 
il cerchio sono di legno si ha minor stropicciamento, e l’at- 
trito è un dodicesimo della pressione. 

28. Qui pure si ottiene gran vantaggio dallo spalmare la 
superficie. L’unto recente di sego scema l’attrito della metà; 
esso poi cresce a misura che 1’ untuosità si consuma: ma 
ciò fa più lentamente, che nell’ attrito della prima specie 

29. L’attrito degli assi non dipende punto dalla velocità: 

7 
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almeno essa v’ influisce si poco, che nella pratica può aversi 
per nulla. 

30. la leva. Si è detto che nelle macchine vi è sem- 
pre almeno un fulcro, resistenza, e forza o potenza: posto 
ciò la macchina la più semplice è quella dove si ha il mi- 
nimo di ciò che è richiesto per osscr tale, e questa ò la leva, 
che è una verga inflessibile non pesante sostenuta da un 
fulcro con una forza ed una resistenza. Questa si vede 

nella figura disegnata, nella quale 
AFB è la verga, F il punto d’ap- 
poggio o fulcro, e P, e Q sono 
le due forze, una delle quali sarà 
la resistenza. 

31. Dlatlnzlone delle leve. Nella leva si distinguono 
due casi, il primo è quello in cui il fulcro è fra la forza 
e la resistenza, l'altro in cui il fulcro è fuori delle due 
forze. La prima leva si dice leva di primo genere. Il se- 
condo caso si divide in due, perchè il fulcro o è più 
prossimo alla forza , o alla resistenza. Se è più prossimo 
alla resistenza , o se questa è fra la forza ed il fulcro la 
leva si dice di secondo genere. Leva di terxo genere é quella, 
in cui la forza è fra il fulcro e la resistenza. Abbiamo 
esempi di queste Irò specie di leve. Per es. la bilancia , 
la stadera, le forbici che tagliano sono leve di primo ge- 
nere: i pedali dell'organo souo leve di terzo genere: dello 
stesso genere è il braccio che sostiene un peso tenuto in 
inano. Il ponte levatoio è leva del secondo genere. Si vede 
chiaro che se il fulcro è tra la resistenza, che sia un peso, 
e la forza deve essere al di sotto della leva : come anche 
deve essere al disotto se essendo fuori e più vicino al 
peso , e ciò perché questo tende al basso : quando poi é 
più vicino alla potenza deve essere ài di sopra della 
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leva perchè la potenza è diretta all'alto per sostenere il 

peso. 

32. La teoria delle coppie si presta subito alla condizione 
dell' equilibrio delle forze applicate alla leva, ed a trovare 
lo sforzo da esse fatte sul fulcro. Siano le due forze P, 
c Q che siano nel piano che passa nel fulcro, e che taglia 
la leva nella sua lunghezza. Siano esse traslocate paralle- 
lamente a se stesse onde essere applicate nel fulcro, e siano 
in tal caso rappresentate da P', Q'; avremo per questo tra- 
slocamelo due coppie (P,— P) di braccio FH, e (Q, — Q) 
di braccio FI, essendo FH, FI due normali calate dal ful- 
cro sulle direzioni delle forze proposte. 

33. Le due P’, Q' che di valore sono P, Q si annulle- 
ranno nel fulcro: ma vi faranno uno sforzo rappresentato 
dalle diagonale FR del parellelogrammo sopra di esse co- 
struito. 

34. Le due coppie poi di rotazione contraria dovranno 
dare una coppia risultante nulla , al che si richiede , che 
le due coppie avute essendo contrarie siano uguali cioè siano 
uguali i loro momenti: dunque P. FH = Q. F I sarà la con- 
dizione dell’ equilibrio: cioè affinchè due forze applicate ad 
una leva come li è detto tiano in equilibrio è necessario, che 
siano in ragione inversa delle normali' calate dal fulcro sulle 
loro direzioni. 

35. Questa proposizione vale per tutte e tre le specie di 
leve, lo che è evidentissimo. 

36. Carrucola» La Carrucola o girella con perno fisso, 
che perciò si dice carrucola fissa, è leva di primo genere. 

Le forze P,Q applicate agli estre- 
mi di fune tangente nei punti 
A,B, ove si stacca dalla gola della 
detta girella, sono applicate ad 
angolo retto ad una verga ango- 
lare ACB: quindi per questa nou 
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occorre calare le normali dal fulcro essendo normali i raggi 
AC , CB : ora i momenti uguali P. CA , Q. CB ci danno , 
clic le due forre sono sempre uguali. Non è però che la 
pressione fatta sul fulcro sia sempre la stessa, perché que- 
sta sarà tanto maggiore quanto più le forze tenderanno al 
parallelismo. Infatti pel traslocamene che si faccia delle 
due forze P, Q in C secondo la teoria delle coppie abbiamo 
due forze P', Q', che sono P, c Q, sulle quali compito il 
parallelogrammo ci danno la diagonale CR per rappresentare 
il detto sforzo contro il fulcro C. Ora questa diagonale tanto 
più cresce quanto si fa minore l’angolo delle due compo- 
nenti P', Q', o delle due proposte P, Q : quindi sarà la 
massima, cioè uguale alla loro somma, quando le delle forzo 
saranno parallele. Si vedo poi essere P 1 : R=CP’: CR'=CA : 
AB: cioè essendo una delle due forze rappresentata in in- 
tensità dal raggio della girella, la risultante o pressione sarà 
rappresentata dalla corda dell’arco di circolo avviluppato 
dalla fune: quindi la pressione sarà massima quando la forza 
avviluppala sarà mezza circonferenza , nel qual caso essa 
sarà il doppio di una delle due forze come la corda della 
mezza circonferenza è il doppio raggio. 

38. Girella mobile. Questa si vede nella figura qui 
innanzi, c si vede la maniera con 
cui la forza Q si equilibra col 
peso P. Servendoci dell’ antece- 
dente proporzione , che sussiste 
nel nostro caso, si vede che es- 
sendo 1’ intensità della potenza 

rappresentata dal raggio della carrucola, il peso da soste- 
nersi è rappresentato dalla corda dell’ arco avviluppato dalla 
fune : d’ onde si ricava , che il massimo peso è sostenuto 
da una data forza quando i due capi di fune I’ uno fìsso 
e l’altro tenuto dalla potenza sicno paralleli; perchè in que- 
sto caso il peso è doppio della forza. 
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39- Bllnnclfl. La bilancia è una leva di primo genere. 
In un piallo si pone la merce da pesarsi, e nell’ altro un 
peso nolo che gli faccia equilibrio. Ciò che si vuole dalla 
bilancia ò che essendo uguali, il peso della merce ed il nolo 
posto neU'altro piallo, essa mostri l'equilibrio avendo- l’asta 
che sostiene i piatti orizzontale. In questo caso abbiamo forze 
parallele, e sono i duo pesi nei due pialli, ed il peso della bi- 
lancia scarica riconcentralo nel suo centro di gravità. L'equi- 
librio vuole, che il centro di gravità di questi pesi passi pel 
fulcro F, affinchè la risultante passando per questo vi si 
annulli, ossia si richiede, che la somma dei momenti di que- 
sti pesi rispetto (din. §. 33.) il punto F sia zero. Si dica 
M il momento della bilancia scarica: sia P il peso noto e 
P' quello della merce. Sia a il braccio della bilancia dalla 
parte di P , e b il braccio dalla parte di P'. Per la detta 
uguaglianza dei momenti dovremo avere P. a -t- M == P* b 
dove il momento della bilancia scarica si è posto dalla parte 
di P , perchè si è supposto , che il centro di gravità sia 
dal lato della della P. Trasportando, c supponendo P'=P, 
come si richiede, sarà P (b — a) = M. La M è costante, 
e la P è variabile a piacere, dnnquc affinchè sussista l’equa- 
zione dovrà essere b — a = 0, M = 0. Da questa ugua- 
glianza si ricavano due condizioni per l’esattezza della bi- 
lancia. La prima, è che i suoi bracci siano uguali. La seconda, 
che sia in equilibrio essendo scarica. Questa seconda condi- 
zione facilmente si verifica. Per verificare la prima si tra- 
mutino i pesi nei due piatti, c se i bracci siano disuguali 
la bilancia squilibrerà. Imperocché I’ equilibrio evidente- 
mente è stato prodotto da questo, che il peso minore era 
dalla parte del braccio maggiore, c viceversa: dunque tra- 
mutandosi i pesi, la bilancia traboccherà dalla parte del lato 
maggiore a cui si è trasportato il peso maggiore. 

39. Non volendosi brigare dell’ osservazione dell’ ugua- 
glianza dei bracci, e neppure dell’equilibrio della bilancia 
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scarica si potrà collocare successivamente la merce ed il 
peso marcalo in uno stesso piatto , e nell' altro un peso 
eziandio incognito, che faccia equilibrio con ambedue. Ciò 
si otterrà prima equilibrando la merce , poi tolta questa 
ponendovi tanto peso marcalo quanto è necessario per equi- 
librare il peso nell’ altro piallo. Egli è evidente che il peso 
marcalo , e la merce trovandosi nella stessa posizione in 
equilibrio con un terzo saranno uguali qualunque sia I’ ine- 
sattezza della bilancia. Cosi una bilancia con un braccio 
lungo, quando si pesi come testé si è detto , può essere 
utile, perchè questo braccio renderà più sensibile lo squi- 
librio , specialmente se la sua estremità termini in forma 
d’ indice, che percorra un quadrante graduato. Del resto se 
una merce in una bilancia difettosa a causa della disn- 
glianza dei bracci si ponga in equilibrio con due pesi p, p' 
collocata prima in un piallo, c poi in un aUro, il suo peso 
si troverà estraendo la radice seconda dal prodotto dei due 
pesi falsi. Infatti quando la merce m e collocata dalla parte 
del braccio a, e la p dalla parte di b, avremo ma = pb: 
e nel tramulamenlo della merce sarà mb = p'a. Moltipli- 
cando le due uguaglianze e togliendo il fattore comune aè 
sarà ro*= pp', ed m = |/” pp‘. 

40 . Condizioni per In perfezione della bilancia. 

Supponiamo che aggiungendosi il 
pcselto p al peso P collocato nel 
piatto D passi il giogo della si- 
tuazione AOB alla aOb. Chia- 
miamo I’ angolo AOa = BOi = 
GOj=^;rangolo AOF=BOF =a. 

Si conducano dei punti a, b, g le perpendicolari ah, bk, gg , 
e si chiami M il peso della bilancia scarica. Essendo la bi- 
lancia in equilibrio nella situazione aOè dovrà essere 

(a) P.ah-+-M.gg’=(P-*-p)bk 
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aA=AO sen(a-«-</<)=AO sena cosi//-t-AO sen<J> rosa= 

AF cos'^-OF seni^ 

bk— AO sen(a — ip)—\0 sena cos — AO sen<£ cosa=s 
AF costai — OF sctn|/ 
gg'= OG sen<p 

Falle le sosliluzioni nell'equazione dnll'cquilibrio (a) si 
troverà 

p. AF 

la ' ^ ~ (‘2P-+-/>)OF-i-M.OG 
Se dicasi M' il peso delia bilancia carica sarà 
M'=M-+-2P-*-p, 

d’onde avremo 

p.AF 

tang ^ ~ M’.OF-t-M.FG 


Sarà dunque la bilancia tanto più mobile^ o come si suol 
dire tanto meno pigra, quanto più lunghe sarano le sue brac- 
cia; quanto più vicini saranno fra loro i tre punti O, F, 
G, e quanto sarà meno caricata. Se fosse OF— 0 verrebbe 
d. AF 

tangi = .. , ed allora l’agilità della bilancia è la stessa 

M.FG ° 

sotto qualunque carico. Se fosse insieme OF=0, ed FG =0 
cosicché i tre punti 0 , F , G coincidessero verrebbe 

tan^ = ~~ — cioè I’ angolo i p di 90°, ed allora per ogni 

piccolo disquilibrio 1’ asta della bilancia traboccherebbe 
d’un quarto di circolo. Che se OF , FG fossero negative 
tang4 sarebbe negativa c l’asta traboccando trascorrerebbe 
oltre il quarto di cerchio. Ognun vede che queste costru- 
zioni sarebbero viziose, e la bilancia perciò si dice matta. 


... 
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41. Ln stadera. La stadera è una leva di primo genere 
che serve a pesare le merci come la bilancia: ma differisce 
da questo , che nella bilancia essendo i bracci uguali il 
peso deve essere uguale alla merce, e perciò si deve va- 
riare il peso per li diversi pesi delle merci. Nella stadera 
però essendo fisso il braccio che è dalla parto della merce, 
é di lunghezza qual fa comodo il braccio, sul quale scorre 
un determinato peso che si chiama il romano. 

42. Per questa disposizione si vede , che alle differenti 
merci può fare equilibrio lo stesso peso, c ciò perchè ponen- 
dosi questo a diverse distanze dal fulcro produce l’equili- 
brio col suo momento. Quindi se p è il peso costante ed 
x la sua distanza dal fulcro che produce l’equilibrio, lo 
produrrà pel momento px. Se dunque si conoscerà una di- 
stanza x = d , in cui il peso p faccia equilibrio con una 
merce di peso p, il px del romano portato ad un’ altra di- 
stanza x dal fulcro , e che faccia equilibrio con un altra 
merce ci farà trovare il peso di questa nella ripetizione del 
p fatta da x nel detto momento. 

43. Graduazione della stadera. Per vedere come ciò 
si ottenga si consideri la stadera 
scarica. Si supponga che collocalo 
in o il romano si abbia l'equilibrio: 
ciò vuol dire che la stadera dalla 
parte B, cioè a dritta di chi la 
guarda del fulcro agisce con un 

momento che è p oF. Si dica r il braccio CF. La oF sia d, 
sia finalmente m il peso della merce. Posta questa nel piatto 
P , il romano p formi 1* equilibrio collocato in H , c sia 
come innanzi HF=x. Per 1’ equilibrio i momenti da una 
parte sono uguali ai momenti dall’altra: avremo dunque 

(1) m.r=p.dr-*-px. 

Si voglia ora la distanza x dove il peso sia uguale alla 
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merce avremo 

pr—p.d-*-px 

dunque x=r — di quindi se sul braccio FB si fa un segno H 
a disianza da F uguale al braccio minore r diminuito della 
distanza H, ove era il romano per produrre l’equilibrio nella 
bilancia scarica, la merce pesa quanto il romano: perciò se 
questo sia una libra, il romano collocalo in quel segno H 
si equilibra colle merci di una libra. Supponiamo che il 
romano sia portato nel braccio lungo a distanza nr dal detto 
punto H, allora disierà da F di r — d-t-nr o di (n-t-l)r— d. 
Si ponga questo valore in (1) in luogo di x, ed avremo 

m.r=j>(n-+-i;r, ossia m=(n-t-l)p 

cioè la merce sarà tante libre p per quante divisioni il 
romano avrà percorse, queste divisioni cominciando da 0, 
c tulle di lunghezza r, cioè il braccio minore. Se queste 
lunghezze si suddivideranno si avranno le frazioni di una 
libra di denominatori il numero di qneste divisioni. Se per 
esempio si divideranno in 12 parti avremo le oncic. 

44. In teoria della otadera al ricava da quella 
delle coppie. Sia collocato il peso p in O per produrre 
I* equilibrio nella stadera scarica. Si ponga un peso p nel 
piallo P: si deve vedere qual peso e dove si deve portare 
sul braccio FB per avere l’equilibrio. 

45. Si trasporli il p posto nel piallo ad essere applicalo 
al fulcro F , vi si eliderà premendolo, e ne nascerà una 
coppia {p, — p) di braccio CF = r. Per equilibrarla vi è bi- 
sogno di una coppia uguale e contraria (p, — p) di braccio 
r. Questa s' intenda applicala all’ asta della stadera in guisa 
che la — p sia in O agente all' insù che eliderà la p ivi 
applicata, l'altra p agente all’ ingiù in H, essendo Ho=.r 
sarà quella che equilibrerà la forza p applicala in C. Ciò 
che combina coli' antecedente teoria, nella quale appunto uu 
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peso p collocato in H a distanza H»=»CF=r equilibrava 
Una merce sostenuta da C di peso p. 

46. Condizione generale per l'equilibrio di rota- 
zione Intorno ad un asse. Poiché una gran parte di 
macchine presentano I’ equilibrio di rotazione intorno ad 
un asse diamone la condizione generale. Si supponga dun- 
que un sistema qualunque di forze che tendano a produrre 
due rotazioni contrarie intorno ad un asse. In primo luogo, 
affinchè queste forze producano tutta la loro azione nel pro- 
durre la rotazione, debbono giacere in piani normali all'asse: 
perchè considerandone una obliqua rispetto un piano nor- 
male si potrà sempre decomporre in due I’ una giacente 
nel piano, e l'altra normale ad esso o parallela all’asse. La 
componente parallela non produce moto di rotazione , ma 
tende a far scorrere il sistema lungo I’ asse. Dopo ciò con- 
sidereremo le forze del sistema in piani normali all’ asse, 
o in piani paralleli. Muovendosi queste forze parallela- 
mente a se stesse siano applicate all’ asse : queste eliden- 
dovisi producono sforzi contro I’ asse. Dal detto trasloca- 
melo sorgono ( dinamica §. 79. ) tante coppie quante 
sono le forze del sistema, ogni coppia di leva uguale alla 
distanza delia forza dall' asse , e quindi di momento la 
forza moltiplicata per la sua distanza dall’asse, o per la 
normale calala dall'asse sulla sua direzione. Elidendosi le 
forze traslocate rimane per la condizione dell’ equilibrio 
(din. §. 82.) che la coppia risultante sia zero, o che il suo 
momento sia zero: ma la coppia risultante di altre in piani 
paralleli, e tendenti a rotare in sensi opposti ha per mo- 
meuto la differenza dei momenti delle coppie componenti 
(din.§. 72.): dunque per l’equilibrio di rotazione la condizione 
richiesta è che la differenza dei momenti delle forze tia zero, o 
che la somma dei momenti delle forze rotanti in un temo sia 
uguale alla somma dei momenti delle forze rotanti in senso 
opposto. Cioè la somma delle forze agenti iu un senso mol? 
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tiplicato per le normali calale su d’ esse dall’ asse deve es- 
sere uguale alla somma delle forze agenti in senso opposto 
moltiplicale per le normali calate dall’asse sulle loro di- 
rezioni. 

47. Squilibri* nell argano , o burbera. La teoria ora 
esposta ha un'applicazione all’argano, o burbera. In questa 
macchina come si vede nella figura il peso è appiccato ad 

una fune che é tangente al ci- 
lindro o tamburo, la forza ad un 
manubrio, cui deve essere nor- 
male, perchè se gli fosse obliqua 
si decomporrebbe in due, Cuna 
secondo il manubrio, e l'altra 
ad essa normale , la prima non tenderebbe a produrre la 
rotazione, ma sarebbe diretta a premere coll’ asse del ci- 
lindro il sostegno o a tentar di toglierlo da esso: il tutto 
a sconcerto dell' equilibrio. Il peso, come si vede, si può 
considerare come attaccato normalmente all’ estremità del 
raggio del cilindro: dunque forza, e peso si trovano in piani 
normali all’ asse, e le normali condotte da questo sulle loro 
direzioni sono la lunghezza del manubrio, ed il raggio del 
cilindro. Quindi se si dica P il peso, F la forza, r il raggio del 
cilindro, ed l la lunghezza del manubrio, avremo per l'equa- 
zione dell' equilibrio, secondo ciò che si è detto, Pr=FL 
Lo sforzo che sosterrà l'asse del cilindro sarà la risultante 
del peso e della forza, essendo queste le traslocate in esso 
parallelamente a se stesse. 

48. Dall'equazione antecedente si vede che si richiede tanto 
meno di fona per eostenere un peso tanto più grande guanto 
é più lungo il manubrio , e guanto i più piccolo il raggio 
del cilindro. 

49. Macchine composte. Colla combinazione della gi- 
rella fissa e mobile, e dell' argano sorgono macchiuc com- 
poste. Dalla girella sorgono tre specie di combinazione. 
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50. Prima apecle di camblnazlone delle girelle. 

Questa prima combinazione 6 mostrata 
dalla figura. In questa sono tre capi di 
fune attaccati in una estremità ai punti 
fissi c', c", e" 1 , e che passano per tre 
girelle. Collo altre loro estremità i detti 
capi di fune sono attaccati al centro 
della girella superiore, finché la terza 
fune passata per la terza girella mobile 
passa per la gola di una girella fissa 
A cosi disposta rispetto la prima clic il capo di fune A"'A 
sia parallelo agli altri paralleli fra loro. Al centro della 
girella la piu bassa A' è attaccato il peso P, cd all'estremo 
della fune pendente dalla girella fissa è attaccalo il peso p, o 
una forza verticale, che si equilibra col peso P. Si deve tro- 
vare in questa macchina la relazione fra p e P. Ciò è facile. 

p 

Infatti la fune in A' sostiene il peso, o ò lesa da -(stal.§.38)e 

a 

questo ó il peso che agisce al centro della girella supcriore: 

P P 

dunque lo sforzo o tenzione della fune A" è o ^ , che sarà 

il peso al centro della terza girella superiore: Dunque la 

P 

tenzione della fune In A' 1 ' sarà : dunque se sono n le 

girelle mobili, la tenzione della fune che passando per la 
suprema girella passa per la gola della fissa, con cui è in 

P 

equilibrio il peso p che perciò gli è uguale sarà — : dun- 
que p= — rapporto domandato. 


51. _Sc A', A", A'", cc. siano i pesi delle girelle indicate 
dalle stesse lettere nella figura dei quali si voglia tener conto, 
in tal caso il peso nel centro della girella A' sarà P-t-A': 
dunque il peso al centro della girella A" sarà 
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p 

2 


2 


A" 


Il peso al centro della girella A"' sarà 


P 

2 * 




A'*. 


Il peso al centro della girella A 1V sarà 


P _A’ 
2 * "*■ 2 » 



A^ 

2 


A IV : 


dunque il peso al centro della girella A'' 1 sarà 


P A' A" A” 1 

* ■ - 1 ~ * ■ — ■ ■ i ■ ■■ • • • • A**/ 

2«-i 2*” 1 2"“ a 2*- 3 


Quindi il capo di fune che passa per questa girella, e che 
poi dovrà passare per la gola della girella fìssa fa uno sforzo 

P V A" A™ AH 

2 * 2 “ 2 2 1 '- 2 ’ ' 2 ’ 

che sarà ugnale a p dunque 

p A'-+- A". 2 —A?'. 2 2 -<-A> t . 2* . . . — Al"). 2''-'= 2*p 
Se i pesi delle girelle siano uguali ad A avremo 
(a) P A (1 -+- 2 t— 2 2 -*- 2‘. . . -+- 2*-') = 2"p 
Abbiamo il teorema 
(a* — IP) 

— = a"” 1 — a"~ 3 b a "■* b 3 . . . ab "•*-+- b 

a — b 

Se in questa si faccia a = 2, b =1 avremo, che l'equazione 
(a) diventerà 


P -i- A (2*— I) = 2 " p , e P = 2* p — A (2* — I) : 
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dunque quanto è più grande il peso comune A della gi- 
relle tanto piu deve essere piccolo il P e se 

2* p == A (2*— 1) 

il ? è zero, cioè il sistema si mantiene da se in equilibrio. 

52. Seconda apecle di combinazione ai girelle. Il 

secondo caso della combinazione delle girelle è mostrato 

dalla figura qui posta. In questa combi- 
nazione gli estremi dei capi di fune che 
passano per le girelle non sono fissi 
nello spazio, come nel caso antecedente, 
ma sono attaccati al peso P nei punti 
c", e", e'. Sia il peso p attaccalo all’ul- 
timo capo di fune che faccia equilibrio 
con P, è da trovarsi il loro rapporto. Il 

peso p produce in c'uno sforzo uguale a p:e questa è la parte 
di P sostenuta dalla fune attaccata c'. I p che agiscono su 
i due capi di fune ebe passano por la gola della girella A' 
vi producono uno sforzo 2 p : dunque le due forze agenti 
suiti due capi di fune che passano per A" sono 2 p e questo è 
lo sforzo fatto in c", o la parte di peso P sostenuto dalla 
fune ebe è attaccata in e' 1 . Se i due capi di fune che pas- 
sano per la gola di A" sostengono ognuna la forza 2 p, la 
fune ebe sostiene A”, porterà il poso 2 : dunque i due 
capi di fune che passano per la gola di A'" fanno forza , 
2 x p , c questo sarà lo sforzo in e'", o la parte di peso P 
sostenuto: dunque se sono n le girelle, la fune che passa per 
la gola della girella A 1,1 sosterrà del peso la parte 2 "’p. 
Dopo ciò avremo, raccogliendo lotte le parli del peso so- 
stenuto 

P = p-^lp+Vp . . .-4-2-'/>=(l -4-2+- 2’-4-2>. . . -4-2*-') p 
ossia P — (i* — 1) p 
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53. Si voglia tenore a conto il peso delle girelle , che 
esprimeremo come sopra con A', A", A’* ec. Al punto d 
si sostiene come innanzi parte del peso P espressa da p. 
Poiché i due capi di fune che pendono da A" ognuno so- 
stiene il peso 2 p più il peso A' della girella sottoposta, le 
tenzioni delle funi, che abbracciano A" saranno 2p— A', e 
questo sarà lo sforzo del capo di fune attaccalo in c". Cia- 
scuno dei due capi di fune di A'" sostiene due volte le 
forzo delle funi di A": sosterrà dunque 2 ’p — 2 A' più il 
peso della girella A"j dunquo la fune di A’" che è attac- 
cata a d" sosterrà del peso P parto 2 ’p — 2A'— A", e se 
onderemo alla girella n mu , la parte di P sostenuta da una 
delle sue funi sarà 

a-> p — 2"-’ A'— 2-’ A". . . — Ai-" 

sommando tutti gli sforzi per sostenere P sarà 
P = (1 — 2 — 2 1 -2— ). p 

— (1-2-2’ r2* J ) A' 

— (1 —2—8*. . . —2"-*) A” 


— (1 — 2) A<-»> 

— Ai"-» 

S= (2" — 1)/H- (2-*— 1)A’— (2"-’ — 1)A"... — Al-') 

Se in questa equazione si faccia p = 0 troveremo il peso 
che sarà sostenuto dalle sole girelle. Se tutte le girelle sa- 
ranno di peso A avremo 

P =^2“ — 1)p— (2— 1 — 1— 2— 1 — 1...— 2 — 1)A 

=(2“— l)p— (2“ — «— 1). A . 
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55 . Terzi! specie di combi nazione delle girelle. 

Nelle due specie antecedenti avevamo diversi capi di fune, e 
di ognuno di questi un'cslrcraità era lìsso o in punti dello spa- 
zio, o al sostegno del peso. Nell'attuale, come si vede nella fi- 
gura qui innanzi, è una fune sola fissa 
in una estremità, che passa per le girelle 
mobili ed altrettante fisse avendo i capi 
di fune tra una girella fissa e l' altra 
mobile paralleli, c ciò per acconci dia- 
metri delle girelle. All’ altro estremo 
della della fune che pende dall’ ultima 
girella Gssa è attaccato un peso o forza 
verticale che è in equilibrio col peso 
attaccato al centro della più bassa girella mobile. Le 
girelle fisse c mobili sono in due casse, e sono disposte o 
1’ una sotto 1’ altre o I’ una parallelamente all’ altra in uno 
stesso asse. Ognuna di queste unioni si chiama una taglia. 
In questa unione di girelle, la fune è per tutto tesa ugual- 
mente, perchè se uno dei capi fosse più leso degli altri ti- 
rerebbe a se gli altri capi che fanno con esso una sola fune, 
c che sono perfettamente scorrevoli nelle girelle per le cui 
gole passano. Ora è evidente, che le tenzioni delle funi che 
vanno alle girelle nella taglia mobile sono sforzi per soste- 
nere il peso: dunque questo peso è ugnale ad una ten- 
sione delle funi ripetuta pel numero delle funi che vanno 
alle girelle della taglia mobile, ma ognuna di queste ten- 
sioni 6 il peso p che tende l’ultimo capo di fune: dunque 
il peso P è uguale al poso p ripetuto pel numero dei capi 
di fune che vanno alle girelle della taglia mobile: dunque 
se sono n questi capi di fune sarà P =np- Se poi A sia il 
peso della taglia mobile si dovrà questo aggiungere a P 
ed avremo P-t-A=np, c P=np —A. 
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56. Knote dentate. Il sistema delle ruote dentate è la 
combinazione degli argani. Questo sistema si vede nella fi- 
gura qui innanzi. In questa si 
vede una ruota C, nel di cui 
centro è il centro di un cilindro 
munito di denti o ale , che si 
chiama rocchetto. Questi denti 
ingranano nei denti di una se- 
conda ruota B, nel di cui cen- 
tro trovasi il centro di un rocchetto, i di cui denti ingra- 
nano nei denti di una terza ruota, dentro la quale come 
innanzi vi sarebbe un rocchetto che ingranerebbe nei denti 
di una quarta ruota fino che si arrivasse ad uu ultima ruota 
coi di cui denti ingranano quelli del rocchetto della ruota 
antecedente. L'ultima ruota del sistema, come si vede nella 
figura , ha nel suo centro il centro di un cilindro senza 
denti. Quindi la sola prima ruota, e l'ultimo cilindro non 
hanno denti. Alla gola della C prima ruota è avviluppata 
una fune, al di cui capo tangente al circolo della gola è 
applicata una forza P, ed al ultimo cilindro A £ avvilup- 
pata una fune da cui pende il peso Q. Da questa macchina 
composta di argani si vuole al solilo delle macchine l’equi- 
librio fra la potenza P ed il peso Q. 

57. Condizione dell'equilibrio nel ■IsleniM delle 
mote dentate. Il contrasto reciproco delle ale del rocchetto 
coi denti della ruota seguente è resistenza, riguardo alla sua 
ruota, ed è potenza riguardo alla ruota seguente. Con questa 
riflessione ogni ruota col suo rocchetto è un argano, nel quale 
la potenza £ il detto contrasto consideralo nel dente della mo- 
ta dove forza l’ala del rocchetto, e la resistenza £ il contrasto 
nel dente del suo rocchetto ove fa forza il dente della ruota 
seguente, onde gli si può applicare la condizione dell’equili- 
brio in questa macchina. Si dicano dunque R, R', R", R " i 
raggi delle ruote, ed r, r', r', r"' i raggi dei rocchetti. Si di- 

fi 
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cano poi a, s', t" gli sforzi dei contrasti fra i denti detti 
poco fa. Se si ritenga, che P sia la potenza applicata alla 
fune della prima ruota , e Q il peso sostenuto dalla fune 
pendente dal cilindro deli'ultima ruota, avremo per gli equi- 
libri parziali di ciascuna ruota col suo rocchetto conside- 
rato 1’iusieme come un argano 


PR=»r, «R'-sV, z'R"=«"r",*"R"'=Qr"'. 


Moltiplicando queste equazioni , e togliendo il fattore co- 
mune avremo 


PRR'R"R' , '=Qrr'rV", 


dalla quale 


(°) 


P rrV'r'"... 

Q ~ RR'R''R'\ . . ‘ 


dunque in un sistema di ruote dentate la condizione del- 
l’equilibrio è che la potenza stia al peso o resistenza come 
il prodotto di tutti i raggi dei rocchetti è al prodotto di tutti 
i raggi delle ruote. Da ciò si ricava come sia favorevole alla 
forza la grandezza dei raggi delle ruote, e la piccolezza dei 
raggi dei rocchetti. 

58. tf»o dell'equazione dell'equiltbrlo delle ruote 
dentate. L’equazione (a) serve per determinare un elemento 
qualora siano dati gli altri, affinché esista l'equilibrio. Ma 
può servire anche in vari casi di problemi indeterminati. 
Si domandi come si possa equilibrare un peso di 30000 libbre 
con una forza di sessanta. In questo caso la ‘(a), essendo 

5 = 500 , diverrà 5*^1* = 500 

dalla quale si deve ricavare il numero delle ruote, i loro 
raggi, e quelli dei rocchetti. Se il 500 si spezza nei fattori 
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4, 5, 5, 5 potranno farsi a questi uguali i fattori 

R R' R^ R^ 

- » 7 » r „ * '■ 

in questa guisa fra le diverse maniere eoa cui si può sta- 
bilire l’equilibrio vi è questo di far la macchina di quattro 
ruote, in una delle quali il raggio del rocchetto sia il quarto 
di quello della ruota, e nelle altre tre ne sia il quinto. 

59. EqaHlone per I girl delle ruote. Si vedrà che 
le ruote non fanno il loro giro intero nello stesso tempo. 
Imperciocché supposto che la ruota B sia fornita di 100 
deuti, ed il rocchetto c di 10 a ciascun giro della ruota C 

0 del rocchetto c la B non ne fa che il decimo : in guisa 
che vi vogliono 10 giri del rocchetto c, onde B faccia un 
giro. Siano dunque cominciando da C q’, q", q'" . . . jf" 1 

1 numeri dei denti delle ruote , k' , k" , k"' .... *!"* 
i numeri delle ale dei rocchetti; ed N', N", ... NI* 1 i nu- 
meri dei giri delle ruote nello stesso tempo. Dopo N'giri 
della prima ruota il suo rocchetto avrà fatto passare N' k' 
ale fra i denti della seconda ruota. Similmente questa ruota 
facendo nello stesso tempo N" giri avrà fatto passare N" q" 
denti fra le ale del rocchetto della prima ruota: ma si deve 
essere ingranato lo stesso numero di ali e di denti ; dunque 
dovrà essere N' k' = N'' q". Ragionando allo stesso modo 
troveremo ('equazioni per tutte le ruote successivamente 

N’ k'= N" q" 

N" k"= N'" q" 

N"’ N"” q"" 


Ni*-») *<"-•> = N 1 * 1 

Moltiplicando queste equazioni e togliendo il fattore comune 


avremo 


(i) N' k' k" k'"... = N ( ’> ?" ?'"... ? <*> 

dalla quale si ricava, che » numeri dei giri della prima, e 
dell’ultima ruota sono fra loro come il prodotto dei numeri 
dei denti delle ruote è al prodotto del numero delle ale dei 
rocchetti. Si osserverà che nell’ equazione antecedente non 
entrano nè k ln) né ?' perchè non vi sono denti nella prima 
mota, nè alo nell’ultimo rocchetto (§. 56). 

60. Uno dcU’eqMxlone antecedente. L’equazione (è) 
serve per risolvere questo problema: di questi quattro ele- 
menti, i numeri dei giri della prima e dell’ ultima ruota, i 
numeri dei denti delle ruote, e dei loro rocchetti essendo dati 
tre, trovare il quarto. Ci possiamo dunque servire di questa 
equazione per trovare il numero dei denti o delle ale di 
un sistema di ruote dentale supponendo cogniti i numeri 
dei giri della prima e dell’ultima ruota. Ma si vede chiaro, 
essere il problema indeterminato , perché si deve trovare 
oltre il numero delle ruote le quantità 

k', k"... *>"); q", ?"'... ?<“) 

essendo dati solamente N 1 * 1 , ed N'. Dovendo però essere 
intere e positive le incognite si particolarizza un poco la 
questione. 

61. Per esempio si vogliono impiegare cinque ruote, e fare 
in guisa che a ciascun giro della prima A alla quale ti sup- 
pone attaccato un motore Q, l’ultima ne faccia 2800. Sarà 
nel nostro caso N (, > = 1, N'= 2800, c l'equazione (è) di- 
venterà. 

(c) 2800 k'. k*. k’". *>v _ ? iv. q y. 

Ora ci potremmo dare tutte queste quantità meno una: ma 
dovendo essere questa un numero intiero, per averlo si deve 
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evitare la frazione; quindi fa duopo lasciarne due indeter- 
minate avvertendo che i valori di q", q"'... sono più grandi 
di k', k" ec. ed intieri. Siano per esempio presi per k", k", 
k tY i numeri 10, 12, 12, e per q"\ q' v , q y i valori 80, 80, 
81 1’ equazione (e) ridotta diventerà 15 k'= 2 q" Trattata 
questa equazione col metodo solito delle equazioni indeter- 
minate si trova che k' può avere tutti i numeri pari. Si 
potrà prendere per cs, *'= 10, ciò che dà q"= 75. Si vede 
dunque che tra le altre ipotesi nel proposto sistema di ruote 
dentate si potranno prendere per i denti c per le ale i nu- 
meri seguenti, incominciando dalla ruota del motore. 

q y = 81 80 q r ’= 80 q"= 75 

e per li rocchetti, cominciando, da quello che ingrana colla, 
ruota del motore, 

* ,v = 12 *"'=12 *"~10 k '= 10 

62. Idea delle macchine «empiici. Le macchine che 
abbiamo consideralo, cioò la girella e l’argano, sono mac- 
chine semplici perché si riducono alla leva, che si é detta 
macchina semplice per la ragione addotta nel ( §. 30. ). 
Infatti si é veduto che la girella era una verga angolare 
( §. 36. ). L’ argano introducendovi la teoria delle coppie 
si è veduto ridursi ad un sistema (§. 17.) di due coppie in 
due piani paralleli normali all'asse , che potendosi ridur- 
re in uno stesso piano normale all’asse, si potevano in que- 
sto trasportare in guisa, che i loro bracci fossero in linea 
retta, con che si ha la leva ad una estremità della quale é ap- 
plicato il peso, ed all’altra estremità la potenza ed il punto 
d’appoggio sull’asse distante dalla resistenza del raggio del 
cilindro, e dalla potenza del manubrio. Ci rimane di mac- 
chine semplici il piano inclinato. 
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63. Pian* Inclinata. Sia il piano inclinalo A B C. e 
sulla sua lunghezza in un punto 
D sia ritenuto un corpo pesante 
D 0 da una potenza Q. Per l'e- 
quilibrio si richiede che ricon- 
centralo il peso nel centro di 
gravità O la risultante del peso 
P e della potenza Q passi pel 

punto d'appoggio D, e la sua direzione O D sia normale alla 
lunghezza del piano inclinato. Deve passare pel punto D , 
perchè altrimenti il corpo roterebbe intorno a D da quella 
parte ove cadesse la risultante. Deve essere normale nel 
punto D, perchè so fosse obliqua si potrebbe decomporre in 
due Cuna normale, che si eliderebbe sul piano, e l'altra 
parallela a questo, che farebbe muovere il corpo lungo il 
piano nella direzione della detta componente. 

64. Equazione d’ equilibrio nel plano Inclinato. 
Si dica R la risultante del peso c della potenza ed avremo 
la proporzione (diu. §. 13). 

P: Q: R = senDOP: senDOE: senEOF, 



ossia perchè OD è normale ad AC avremo 

(a) P: Q: R = cosDFO: cos DEO: sen(DFO DEO) 
Da questa serie di rapporti uguali si ricava 


<*> 


P cosDEO = Q cosDFO 
scn(DFO-^DEO) 


R = P 

cosDFO 

P scnDFO cosDEO 
cosDFO 


P senDEO 


„ . . .. P cosDEO 

Ponendo in questa invece di — — — la Q, come si ricava 

1 cosDFO 
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dall'antecedente uguaglianza (6) avremo 

(c) R = 0 senDFO P scnDEO 

65. Liquazioni (A), ( c ) vengono da altra maniera di ve- 
dere l’equilibrio delle forze proposte nel piano inclinato. In- 
fatti si decomponga la forza P in due Cuna secondo il piano 
inclinato, l'altra ad esso normale; la prima sarà P cosDEO, 
l’altra P scnDEO. Anche la potenza Q si decomponga in 
due Cuna secondo il piano, l’altra normale ad esso: sarà la 
prima QcosDFO, e l’altra Q senDFO. Ora per l’equilibrio 
le due secondo il piano inclinato debbono distruggersi, dun- 
que dovranno essere uguali, perciò sarà 

P cosDEO = Q cosDFO, 

le altre due si distruggeranno sul piano e formeranno la 
pressione P scnDEO Q senDFO, che è la risultante (e) che 
pure era pressione. 

66. Casi della potenza parallela alla baae ed alla 
lunghezza del plano Inclinato. Sia la potenza Q pa- 
rallela alla base del piano inclinato. In tal caso ponendo 
DEO = PEA = C sarà DFO = A, e la serie (a) dei rap- 
porti uguali diventerà 

P:Q:R=cosA:cosC:sen(A-t-C)=senC:senA:l=AB:BC:AC: 

cioè la resilienza i alla potenza é alla pressione come la base 
del piano inclinato , i all'allessa, è alla lunghezza : cioè le 
forze son come le linee nello spaccato verticale del piano 
inclinalo, alle quali sono normali. Se la potenza 6 parallela 
alla lunghezza del piano inclinalo avremo DFO— 0 : quindi 
la (a) diventerà 

P: Q: R = 1: senA: scnC =* AC: BC: AB: 

quindi la resistenza sta alla potenza sta alla pressione come 
la lunghezza del piano inclinato è all’altezza, è alla base. 


. — !'20 - 

67. L equilibrio nel pian* Inclinai* *1 riduce al- 
1 equilibrio di una leva. D.il punto D si conducano alle 
direzioni di 1*, e O le normali l)r , l)s. Abbiamo la pro- 
porzione (§. 64). 

P: Q = scnDOs: srnDOr=DOsenDOs:DOsenDOr = I)»: Dr. 

Da ciò si ricava che l’equilibrio nel piano inclinalo si ri- 
duce aU’cquilibrio intorno ad una leva i l)s , o anche EF 
mobile intorno al fulcro D, perché si ha la proporzione ri- 
chiesta (§. 34), che lo forze siano in ragione inversa delle 
normali calate sopra di esse dal fulcro. 

68. La vite. Si supponga un rettangolo come a y' in 
figura, ed in questo si supponga 
condotta dal punto a una retta 
ah', poi una parallela hk' e ri- 
tenendo la stessa distanza ah si 
ronducano da k c dai punti se- 
guenti altre parallele ad hk' fi- 
no ad una ultima che incontri il 

Y punto opposto ad a. Se ora questo rettangolo si curvi in 
cilindro ad applicare la retta al sulla a' y' vedremo che i 
due triangoli rettangoli ah'a', hh'k' sulla superficie del detto 
cilindro daranno una linea, nella quale le basi aa' t hk' sono 
circoli, c le lunghezze ah', h'k' saranno in figura di spira, 
e l'altezza come kh sarà la distauza di due punti corrispon- 
denti nella spira, situati nella stessa normale alle due cir- 
conferenze delle basi del cilindro. La spira si chiama elice , 
e la distanza fra due punti dell'elice che si trovano nella 
stessa verticale a'y' del cilindro si chiama il passa dell'elice. 
Ora se sopra un cilindro sia di metallo, o di legno vi sia 
un risalto sopra il quale dovunque si possa tracciare un 
elice sempre la stessa, questo si chiama vile, c la distanza 
fra due punti che si trovan sulla stessa retta altezza del 
cilindro si dice passo della vile. 
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69. Si supponga un parallelepipedo M nell'Interno con- 
formalo in cavità nella direzione ed anda- 
mento della vile in guisa, che questa com- 
baci colla detta cavità, questo parallelepi- 
pedo si chiama Madre vite. Si vede che se 
questa sia fìssa, la vite per mezzo di una 
forza applicala normalmente al manubrio 
AB, ed in direzione normale all’asse del 
cilindro della detta vite potrà far muovere 
la vite dentro la madrevite, in guisa da 

da farla ascendere ed agendo in un senso contrario da 
farla discendere. Se poi la vile sia fissa, la forza applicata nor- 
malmente ad un manubrio conficcalo nella madrevite coi due 
sensi della sua direzione la muoverà a salire e scendere. 

70. Condizione deH cqnllIbrlo nella vite» Sia il pri- 
mo caso , e supposto collocalo sulla lesta della vite un 
peso Q si voglia la condizione dell’ equilibrio con una 
forza P applicata al manubrio AB corno si è dello. A que- 
sto Gne si consideri in A a distanza uguale al raggio del 
cilindro della vite una forza X diretta come P, e ad essa 
equivalente: dicendo m il manubrio, ed r il raggio del ci- 
lindro , la detta equivalenza sarà espressa da Pm=Xr. Il 
peso Q agisco' ugualmente in tutti i punti delle vite dentro 
la madrevite in direzioni verticali; queste sono tante forze 
verticali sopra piani inclinati di altezza stessa, che è il co- 
stante passo delle vite: le basi sono periferie di raggi uguali 
alle diverse distanze dei detti punti dall’asse del cilindro. 
Ma per zaggio comune si può prendere il raggio r del ci- 
lindro , essendo disprezzabili le differenze delle dette di- 
stanze. La forza X parallela alle basi dei detti piani in- 
clinati si distribuisce anche essa ugualmente sulle loro lun- 
ghezze. Quindi se si dicono q', q", q'" ec. le parti del peso 
Q, ed x', x", x"'. . . le parti della forza X , avremo per 
gl’ indicati piani , dicendo p il passo costante della vile 
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x' : q' =5 p : 2 irr , x" : 9" =s p : ìttr , x'" : q"' =a p : 2nr f 
ossia jc'— *— x”-t- x'" ec. : q q*-*- q ' ec. = p : 2nr , ossia 
X : Q =s pi 2 itr , ma avevamo P : X = r : m , ossia 
P: X = 2rrr: 27rm, dunque moltiplicando e togliendo la X, e 
2nr nello stesso rapporto avremo P : Q — p : 2 am; eM ita la 
polenta al peto come il patto della eite alla circonferenza di 
raggio uguale al manubrio. Da ciò si ricava che la forza è 
tanto piu piccola a sostenere un peso tanto più grande 
quanto é più piccolo il passo della vite , e quanto é più 
grande il manubrio. 

71 . vite perpetuo. La vile perpetua é rappresentata dal- 
la figura. In questa macchina un peso é 
attaccato alcilindrodi una ruota dentala 
essendo i denti successivamente tratte- 
nuti da una vite che é mossa dalla po- 
tenza Papplicala ad un manubrio. Si do- 
manda in questa macchina l’equazione 
Ira la potenza ed il peso in caso d'equi- 
librio. Sia m la lunghezzadel manubrio, 

p il passo deliavite, X l'azione del denteconlro la vite o la for- 
za per sostenere il peso Q.Sia R il raggio della ruota, ed r il 
raggio del cilindro. Per la vite avremo la proporzione (§. 69 .) 
P: X = p : 27 rm. Per la ruota dentata sarò X: Q = r : R. 
Moltiplicando le due proporzioni sarà P: Q = rp: R. 2 r. m. 

72 . enne*. Sia il Cuneo AOB il quale per una potenza 
P si sia internalo in un corpo ed in caso 
d' equilibrio sia nella situazione che si 
vede, in cui esso è a contatto del corpo 
uei punti E, F : si domanda l'equazione 
d’equilibrio fra la potenza e la resisten- 
za. In primo luogo è evidente , che la 
forza deve essere normale alla lesta del 
cuneo , perché se P non fosse normale 
si potrebbe decomporre in due l' una 
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normale alla testa, l'altra secondo questa: ora si vede chiaro 
che solamente la prima premerebbe. Dopo ciò la condizione 
dell’equilibrio è ebe decomposta la P secondo le direzioni 
CE, CF che vadano ai punti E, F di contatto siano normali 
al corpo, o normali alle tangenti OA, OB a questi punti 
del corpo onde siano pressioni elise sul corpo: dunque la 
risultante , e le due componenti sono normali ai lati del 
triangolo AOB sezione del cuneo: quindi le dette forze deb- 
bono essere proporzionali ai delti lati coi sono normali, 
dicendo r, r' le resistenze dei corpo nei punti E, F avremo 
P: r: r* ---« AB: AO: BO. Da ciò si vede che in una costante 
altezza di cuneo tanto minor forza produrrà eguali azioni 
quanto più piccolo sarà il lato AB. 

CAPO li. 

Equilibrio nelle macchine considerate le reeùlcnte. 

73. Nel capo antecedente non si sono considerate nelle 
macchine le resistenze che s'incontrano per parte dei corpi 
impiegati in esse, come sono principalmente l’attrito, e la 
rigidezza delle funi. Abbiamo trattalo altrove dell’attrito: 
diciamo della rigidezza dello funi. 

74. Resistenza prodotta dalla rigidezza delle foni. 
Per bene intendere, da che provenga questa resistenza im- 
maginiamo una forza che sollevi un peso traendo una fune 
addossata ad una troclea o ad un cilindro. Se la fune non 
è perfettamente pieghevole avviene nel tirarla, che rimane 
per qualche tratto discosta dalla superficie del cilindro , 
allontanando così il peso dall’asse di rotazione , e facendo 
crescere il suo momento ; cosicché ci vuole per questo 
conto una forza alquanto maggiore per sollevarlo. Questa 
forza addizionale vince e misura la resistenza proveniente 
dalla rigidezza. Essa può variare 1° secondo la tensione 
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•Iella fune, ossia il peso ond'cssa è gravala: 2° secondo la 
sua diversa qualità, fabricazione, e preparazione; 3“ secondo 
la sua grossezza: 4* secondo il raggio della troclea o cilindro, 
attorno al quale deve piegarsi. Variando il peso, che tende 
la fune , e tutte le altre circostanze rimanendo le stesse , 
la rigidezza della fune per una parte è costante, per l'altra 
é proporzionata alla tensione: cosicché può esprimersi per 
la forinola u--*-v Q, essendo Q il peso tendente. 

75. Varia la rigidezza, e quindi variano i coefficienti fi,v 
secondo la diversa qualità, fabricazionc e preparazione delle 
funi. In questa indelìnita varietà però si può dire general- 
mente, che le funi sono più rigide quanto più sono nuove, 
e più attorte. Le funi impeciate sono più rigide delle bian- 
che. 

76. Variando il raggio della fune, o la sua circonferenza, 
varia la sua rigidezza in ragione di una potenza k del 
raggio, o della circonferenza. Nelle funi nuove, e nelle funi 
impeciate può prendersi k = l. 7 e nelle funi molto usate 

k = 1. 4. 

77. Variando il raggio della troclea, o del cilindro , su 
cui s’avvolge la funeraria la rigidezza in ragione inversa 
del raggio. 

78. I valori dei coefficienti p, v per due funi l’una bianca, 
l'altra impeciata della circonferenza di metri 0,0632, ed 
avviluppala ad un cilindro del raggio metri 0,0541. furono: 

Per la fune bianca pt=cbil. 2.06. v= 0-090 
Per la fune impeciala p= cliil. 3 23; v = 0.116 

Di qui si può prendere una norma per valutare a un di- 
presso questa resistenza in ogni altro caso. 

79. Riguardo alla velocità la resistenza proveniente dalla 
rigidezza delle funi è costante. 


/ 

V. 
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80. Parlando dell' equilibrio nelle macchine nelle qual» 
si vuole tener conto delle resistenze prodotte dalle macchine 
stesse, per l'attrito e rigidezza delle funi si deve avvertire 
che la resistenza è sempre contraria alla forza prevalente 
alle altre. Se vince la potenza traendo il peso; I’ attrito 
favorisce il peso, ed aiuta la potenza vinta dal peso, e se 
la forza ed il peso sono in equilibrio la loro differenza, o 
la differenza dei loro momenti deve essere uguale all’attrito, 
o al momento dcH’allrilo; intendendo sempre, che l’attrito 
sia contrario alla forza maggiore. Dopo oió se F, e P siano 
le forze opposte, ed A sia l’a tirilo, per l’equilibrio deve essere 
F— P=A: dove F > P mi dà F = P A, cioè l'attrito po- 
sitivo si aggiunge al P ; e se F < P la A negativa si ag 
giunge alla minore F, avendosi F A s= P. Lo stesso si dica 
dei momenti quando prevalendo il momento della forza ba- 
sta piccolo aumento perche essa abbia l’elTetto, e lo stesso 
si dica del peso. La rigidezza dello funi è sempre contraria 
alla forza, ed aiuta la resistenza, o peso. 

81. Attrito nel piano inclinato. Sia un piano incli- 
nalo nel quale sia Q il peso , P la potenza. Sia n l’ in- 
clinazione del piano alla verticale, o all’altezza del piano, 
ed >« l’angolo fatto dalla potenza colla lunghezza del piano. 
Si decompongano le forze P , Q: secondo la lunghezza del 
piano inclinalo avremo le componenti P cosa, Q cosn', e le 
componenti normali al piano saranno P sen.n, Q sen.n'. La 
somma di queste moltiplicate pel coefficiente f dell’ attrito 
( §. 12. ) mi darà l’attrito del corpo sul piano uguale ad 
f P sen.n -+- f Q sen.n'. La differenza P cosn — Q cosn' 
delle due forze secondo il piano inclinalo sarà la forza che 
tende a far discendere il corpo lungo questo piano. Per 
l’equilibrio questa forza (§. 80.) dovrà essere uguale all’at- 
trito: dunque avremo 

(a) P con.n — Q cos.n' = f P sen.n f y sen.n* 
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dalla quale si ha 


p q cos.n'-*-/scn.n' 

cos.n — /sena 


Traendo la potenza orizonlalmcnte avremo 

(A) 9cn.» = cos.n', e P = Q. - — — . 
w .v lanEn ._ f 

E traendo la potenza parallelamente al piano sarà 
n = 0 c P = Q (cos.n' -t- f sen.n'). 


82. L’equazione (a) suppone prevalente la potenza se fosse 
maggiore il peso deve farsi ( §. 79. ) negativo il secondo 
membro, per k> che basta che si faccia negativa la f. 

83. Nel caso nostro, ove si considera l'attrito, la direzione 
più vantaggiosa per la potenza per alzare il peso Q non è 
più la direzione parallela al piano , ma bensì quella , che 
divergo dal piano con angolo, che ha per tangente f: poiché 
assoggettando la (a) alla condizione del minimo col sup- 
porre n variabile e P funzione, troveremo tang.n = — f. 
Che se la potenza dovesse soltanto trattenere la caduta del 
peso verrebbe tang.n = /; onde la direzione della potenza 
dovrebbe convergere col piano dello stesso angolo. 

84. Si supponga ebo il peso Q sia sostenuto dall'asse di 
una ruota, che la forza tenda a farlo salire lungo un piano 
inclinato, c si voglia la condizione dell'equilibrio. Sia R il 
raggio della ruota, ed r quello del suo asse, e si ritengano 
le antecedenti espressioni delle quantità. Egli é chiaro, che 
la forza P cos.n — Q cos.n’ parallela alla lunghezza del 
piano inclinato tende a far girare il centro della ruota in- 
torno al ponto in cui essa tocca il piano. Il momento di 
questa rotazione è PR cos.n — QR cos.n'. Ora la della ro- 
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fazione non può aver luogo se la mota non si rivolge 
intorno al suo asse: ma a questa rotazione si oppone l'at- 
trito f P sen.n Q sen.n' che fa l’asse contro il cerchio, 
che lo stringe, ed il momento di questa resistenza è 

f P r sen.n -+- f Q r sen.n* 


dunque per l’equilibrio abbiamo 


PR cos.n — QR cos.n' =fPr sen.n fQ r sen.n’ 


d’onde abbiamo 


(c) 


P= Q. 


Rcos.n'-‘-/rsen.n* 
Rcos.n- — /rsen.n 


Se questa formola si assoggetta alla condizione del minimo 
si vede che la direzione più vantaggiosa della forza è 

j f r 

quando tang.n — — — . 

85. Egli è poi lo stesso, che il peso sia portato da una 
ruota, o da più ruote uguali, perchè compartendosi fra le 
ruote la pressione prodotta dal peso, la somma degli attriti 
sarà sempre fP sen.n -t- /’Qsen.n', e la somma dei loro mo- 
menti sarà/* Pr sen.n f Q r sen.n'; cd ancora la som- 
ma dei momenti delle forze traenti sarà PRcos.n— QRcosn', 
onde avrà luogo la superiore equazione (c). 

86. Da ciò si vede come le ruote aiutino la forza, spe- 
cialmente per parte dell’attrito, che con queste si ha un at- 
trito di terzo genere più debole del primo genere, che avrebbe 
luogo nello strascinarsi dalla forza il peso lungo il piano. 

87. Se il piano è orizzontale e la direzione del tiro è' 

pure orizzontale la (c) ci dà P = Ora se la forza tra- 

scinasse il peso in piana terra avremmo P = / Q: dove si 
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vede che il P antecedente si ha dal P attuale col raolli- 
carlo per la frazione — . 

88. la vite. Si ritengano per la vite la rappresentanza 
delle grandezze come sopra 69-)* avremo 


(o) P: X = r : m . 

Andando ora a trovare il rapporto fra X e Q dovremo 
prendere la formola (A) (§. 81.) del piano inclinato: quindi 
avremo 

(A) X: Q = 1 /■ lang.n': lang.n' — f ■ ■ 

Ora nel piano inclinalo considerato nella vile (§• 68.) 
lang.n = quindi 

X: Q = p 2, f n r: 2 Jl r — f p 


Moltiplicando la (a) colla (A) avremo in ultimo 


P = Q. - r . 


m ‘ 2 nr—fp 


89. Equilibrio «Il una potenza con un peno da 
essa aontcnuto comma fune applicata ad una curva 
connidcraudovl l'attrito. La potenza P sostenga il peso 

Q per mezzo della fune QAP ap- 
plicata al convesso BMA di una 
curva qualunque R B O E. Sia 
BA = a, BM = t, l’ infinitesimo 
M m = df e concorrano in K le 
normali K M, K m sui due punti 
M , m della curva. Si ponga 
K M — r, sarà questo il raggio osculatore della curva in M. 
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La forza , che stira la fune io M o la sua tensione sia 
T , la tensione in m sarà Th-iJT, e la di lei pressione 
sull’ archetto M m sia Nds. L’archetto M m si può consi- 
derare come formato da due lalcrcoli infinitesimi M O, m 0 
uguali perché in un poligono infinitilatero , la pressione 
costante fatta in tutti i punti dell'elemento dalla fune M O m 
dà una risultante N di, che si può considerare in 0 se- 
condo O K. Ora questa si può supporre come la risultante 
delle due tensioni uguali T, T -4- d T in M, ed m. Ma una 
delle componenti uguali é uguale alla risultante divisa pel 
doppio coseno dell'angolo che fanno fra loro: dunque 

Nds 

T = „ — .. - - ora il triangolo OKM rettangolo in M dà 
2cosKOM 


cosKOM = 


MO 

KO 


ds 

2 ~r ' 


dunque T«=N r. In M abbiamo la tensione T prodotta da 
0 ed in m la tensione T -+- d T prodotta da P : dunque 
T di — T, ossia d T sarà l’eccesso dell’azione di P in m 
sopra l’azione di Q in M. Affinché si abbia 1’ equilibrio o 
che la fune non scorra, fa duopo che dT sia uguale all’attrito 
prodotto dal latcrcolo Un della fune, ossia deve essere <!T 
— fN d s: ma si deve porre il doppio segno, che sarà po- 
sitivo se prevale l’azione di P in m all’azione di Q in M, 
e negativo in caso contrario; dunque dT = ±/N di. Di- 
videndo questa per l'altra avuta T = Nr sarà 



90. Coso della curva circolare. Se BOA è un arco 
circolare sarà r costante, e l’integrale completo della (a) sarà 
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91. Supponiamo, che la fune avvolta ad un cilindro ab- 

• 0 

bracci la metà della circonferenza onde .sia - = fi : avre- 

m0> p _ q e „ /* (j). Se si faccia f = 0.35 si troverà pros- 
simamente « /« = 3: quindi avremo nella prevalenza di 

— 1 1 

P, a Q, P = 3 Q. Se f è negativo e ' = - , onde P = jj Q 

valor minimo di P. Che se la fune abbracciasse una volta e 
mezzo il cilindro allora nella formola ( b ) in luogo di n si 
porrà 3 n ed avremo e = ( tf* ) * = 3* = 27 : quindi 

\ 

P =27 Q pel valor massimo di P, e P = = 0 P c * va * or 
minimo. 

92. Se poi la fune girasse due volte c mezzo, allora in- 
vece di n si dovrebbe porre c si troverebbe 

P = m q,p=4°- 

E cosi ad ogni giro di più il valore di P dovrebbe accre- 
scersi nove volte tanto per giungere a sollevare il peso, e 
potrebbe scemarsi nove volle per sostenerlo semplicemente. 

93. l)i qui si vede qual forza enorme si ricerchi per al- 
zare un peso mediante una fuue che con molle spire ab- 
bracci un cilindro immobile; e qual piccola forza sia bastante 
ad impedire la discesa del peso. 

94. I» levn. Sia la potenza P che debba essere in equi- 
librio col peso Q in una leva mo- 
bile intorno ad un asse di rag- 
gio ti E. La risultante E R delle 
due forze P, Q uguale alla loro 
somma si risolva in E S tangente 
al cilindro, ed in E T ad esso 
normale. Se dicasi m l’angolo RES 
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avremo 

ES == (P -+- Q) cos.m, ed ET = (P Q) sen.m. 

Avendosi ora invece di P , Q le due E S , ET, queste si 
debbono equilibrare ; cioè la E S dovrà essere elisa dal- 
l'attrito, che produce la pressione E T fatta dal cilindro nel 
cerchio che raderebbe nel caso del moto : dunque E S 
s= f. E T, ossia ponendo i valori antecedenti, deve essere 
cos.m —f sen.m ossia 1 — sen J .m = f 2 sen’.m, dalla quale 

sen.m = } — — : dunque 

1/(1— f) ‘ 

ES=/. ET =f( P-Q) sen.m = • 

Ora abbiamo tre forze P , Q , e la resistenza E S che si 
debbono equilibrare: dunque i loro momeuli debbono essere 
uguali: dicendo dunque a, b i bracci delle due forze P, Q 
e facendo CE=r avremo 


P a = Q b 


fr(P-Q) 

l /'(1-f) ' 


E ciò suppone il momento Va prevalente a 04; ossia l'azione 
maggiore di P, o tinalmente il punto in cui la P è in sul 
sollevare il peso col minimo suo aumento. Cbc se si fac- 
cia f negativo avremo il punto in cui è il peso in procinto di 
vincere la forza. Il coefficiente f dell’attrito suol essere cosi 
piccolo che si può trascurare f \ quindi avremo più sem- 
plicemente 

Pa = QA-«-(P-t-Q)/'r 

ossia 


P — Q 


b-t-fr 
a — fr 


Se le forze P,.Q non sono parallele ma facciano l'angolo 
6, nella equazione precedente in luogo di P Q si porrà 
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(P 1 — *- 2 P Q cosS Q 1 ) , 

c li bracci a, b saranno le normali calate dal fulcro sulle 
direzioni delle forze. 

95- Caso di più leve. Siano per esempio (re leve delle 
quali I’ una agisca sopra I' altra. Sia X 1' azione reciproca 
della prima e seconda leva, Y l’azione reciproca della se- 
conda e terza. Sia la potenza P applicata normalmente al 
principio della prima leva, e Q nello stesso modo applicata 
all’estremo della terza. I bracci a dritta dalla parte di P 
siano a, a, a", e quelli a sinistra siano b, b', b": siano r, r 1 , r' 1 
i raggi degli assi intorno a cui ruotano le leve. Trattando 
ciascuna leva, avremo 


P« = Xb (P — X) fr 


Xa'= Y b'-*- (X — Y) fr' 
Ya"— Qb"-+- (Y Q) fr". 
Eliminando X, Y avremo 


Se 

avremo 


b—fr. b'~t-fr' b"-t-fr" 
’■ a—fr ‘ a'-fr' ' a"-fr" 



96. L'argano. In questa macchina le forze P, Q siano 
parallele, e sia a il raggio della ruota, b quello del cilin- 
dro, r quello dell'esse di rotazione: l'equazione dell'equi- 
librio avendo riguardo all’ attrito ed alla rigidezza della 
fune sarà 


Va = Qb (P Q) fr -t- b (fi vQ). 


Questa si ricava immediatamente dal caso (§. 94) , e l’ul- 
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timo termine è il momento della rigidezza della fune (§. 74). 
Nell’argano sogliono essere disposte più potenze all'Intorno 
a due a due applicate a punti diametralmente opposti, quindi 
esse in tal caso non producono attrito, perciò può trascu- 
rarsi il termine P fr e l'equazione diventa 


Pa -Q(J + fr) b [ti vQ). 

97. Tutte I’ equazioni antecedenti servono al caso in cui 
la potenza è sul punto di sollevare il peso. Che se si volessero 
1’ equazioni quando il peso fosse nel punto di discendere, 
basterebbe in esse far negative le quantità f, (i, y, ondo 
riuscisse negativa la differenza dei momenti Pa — Qb, che 
esprimerebbe così la prevalenza di Qb a Pa. 

98. Troclca. Egli è evidente che per la troclca vale 
l’equazione dell’argano purché in essa si faccia a = b. 

99. Taglia» Per agevolare il calcolo di questa macchina 
si supporrà primo, che lutti i capi di fune siano paralleli: 
2°, che siano uguali i raggi delle girelle: 3°, che essendo f 
molto piccolo si possa fare (/"(i -+-/“) = 1 : in ultimo che 
la rigidezza della fune sia prossimamente proporzionale alla 
tensione, o peso, onde possa farsi [x — 0. Ciò posto siano 
1,1*, t" ec. le tensioni dei capi di fune cominciando da 
quello, che ha l’estremo fisso Gno a quello, alla cui estre- 
mità è applicata la potenza. Ciò posto per la prima ten- 
sione t e la seconda t' , che ù il caso della troclea o ar- 
gano di raggi uguHFIi avremo 


t'a = la (f'— *— i) fr -t- avi. 

a{v-t-l)~>-fr , 

Se si faccia — - — -- — =A, l’antecedente equazione diven- 
terà <'= Al. Similmente si troverà 

l"— A»'= A ’t, t'"= Xt"— A 3 t ve. 
quindi l’ultima tensione, che è quella del capo di fune, cui 



— ISA - 

é applicata la potenza si troverà uguale ad A*/. La somma 
di tulle le altre sarà 

A*-i 

(1) t it-v-A-v-A’-*- A s . . . . A»-') = t — j- . 

Ora I' ultima tensione A */ è uguale alla potenza P , e la 
somma di tutte le altre i 1 uguale al peso Q: dunque 

A* — 1 

P = A*/, Q = <• y , 
e quindi eliminando il I 

A*(A— 1) 

l2 > p = (J -^br- 

100. Se sia nullo l'attrito , la rigidezza della fune sarà 
f = 0, v = 0, e quindi A=l.ln tal caso l'equazione an- 
tecedente (2) ci dà P = . Ma prendendo il valore 

(1) di , che i 1 -t- A + A’— A J ... -^A 1 *' 

A — 1 

e facendovi A— 1 ci dà k: dunque dalla (2) avremo P= — : 

k 


cioè la potenza ò il peso diviso pel numero dei capi di 
fune che vanno alla taglia mobile come nel (§. 35). 

101. Sistema di roste dentate* La potenza P col brac- 
cio di leva AK muove una ruota 
EA, il di cui dente spingendo il 
peso della lanterna o rocchetto 
D fa girare la lanterna cd insie- 
me il cilindro B , dalla di cui 
circonferenza pende il peso Q. 
Cercasi la condizione d’ equili- 
brio considerando I’ attrito del 
dente contro il fuso. Sia D il 
punto di contatto tra il dente 
cd il fuso. Si conducano le 
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pelle AD , BD , e prolungala la BD verso E sia l'angolo 
ADE = y. Sia DZ = X la potenza che si dovrebbe appli- 
care ai punto D normalmente alla BD affinché fosse sul 
punto di sollevare il peso Q. Poiché si prescinde dall’at- 
trito dell'asse B, e dalla rigidezza della fune si avrà 

X. BD = Q. BT. 

Se ora si prenda la DX uguale e contraria alla DZ è ma- 
nifesto, che questa DX esprimer» la resistenza, che oppone 
il fuso al muovinienlo della ruota. Decompongasi la DX 
nelle due l)M, DX, la prima normale ad AD, l'altra se- 
condo AD. Affinchè la potenza P faccia girare la ruota le 
converrà superare non solo la potenza DM tendente a pro- 
durre una rotazione contraria , ma altresì l'attrito f. DV 
proveniente dalla pressione DX', che il fuso esercita in D 
contro il dente della ruota normalmente all’ archetto de- 
scritto dal punto D: avremo dunque 

P. AK = (DM —f. DN) AD <§. 96): 

ma DM = DXros.MDX = Xcos.y 

DN = DXsen.MDX * Xscn.y 

dunque 

P. AK = X. AD (cos.y fse.n.y): 

ma avevamo 

X. BD = 0- BT : 

\ * 

dunque sostituendo nell'antecedente il valore di X ricavato 
da questa, sarà 

Q-AD.BT 

1 = ~aOd (co * JI /sen.y) 

equazione domandala. 

10'2. Dal punto io cui il dente aggrappa il fuso sino al 
punto in cut se ne distacca si va mutando il contatto D, 
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r vanno crescendo le disianze AD, BD, ed insieme I' an- 
golo y. Cerchiamo il valor massimo. L'accrescimento della 
RD è piccolissimo , c può trascurarsi stante la piccolezza 
del cerchio D ; e la sua distanza dal centro B. In quanto 
ad AD ne prenderemo il valor maggiore, cioè quel raggio 
che va dal punto A al punto ove il dente scappa dal fuso. 
I)a ciò risulta, che ncH'equazionc supcriore manca trovare 
il massimo di cosy— i- /seny. Assogettando questa quantità 
al calcolo del massimo si trova tang.y — f, pel qual valore 
abbiamo 

cosy n- /son.y = 1^(1 f'): 

dunque il massimo di P , o quello che é in procinto di 
sollevare il peso nel momento che il dente scappa da quello 
della lanterna ò 


p = O.AD.BT 

AK.BI) V 1 11 

prendendo i raggi BD, Al) come poco fà si è detto. 

I 

103. Se si faccia f=-si ba prossimamente 
<5 

19 


i/(i - n = 


18 


Di qui la regola pratica, che quando si alza il peso per un 
incastro della ruota col fuso di una lanterna, per mettere 
in conto l'attrito del dente, bisogna accrescere il peso, o il 
suo braccio di una diciottesima parte. 

101. Se il sistema ò composto di più ruote c di più roc- 
chetti c fusi, e siano a, a', a" .... i bracci di leva posti 

dalla parte della potenza , e b , b\ b" i bracci di leva 

posti dalia parte del peso, e sia n il numero degli incastri, 
che sarà sempre d’una unità minore del numero delle cop- 
pie di bracci sopradetti, avremo 


bb'b"... , - 

I* = 0 (1 - n 
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CAP. IV. 

Equilibrio nel poligono e curva funicolare. 

105. Fino ad ora si 6 parlato dell'equilibrio dei sistemi 
assolutamente invariabili, or dobbiamo trattare l'equilibrio 
dei sistemi in qualche modo variabili, quali sono le forze 
applicate a funi, ed a corpi elastici. In questo capo parle- 
remo del primo caso: cioè dello forze in equilibrio appli- 
cate a funi perfettamente flessibili; le quali forze se saranno 
a distanze fini te, ci daranno l'equilibrio delle forze nel poli- 
gono funicolare; se saranno a distanze infinitesime avremo 
l'equilibrio delle forze nella curva funicolare. 

106. Tettatone. Nei sistemi di forze, applicate a funi 
perfettamente flessibili sorge una forza , che non si consi- 
dera nei sistemi invariabili, e questa é la tensione. Per que- 
sta s'intende lo stiramento della fune prodotto dalle forze 
in equilibrio. Questo stiramento deve aver luogo , perchè 
se in qualche intervallo finito o infinitesimo fra le dette 
forze occupato dalla fune, che si dice capo di fune, la fune 
non fosse stirata o tesa, è chiaro che non contribuirebbe nulla 
all’equilibrio, c quindi si potrebbe rescindere, e non sareb- 
be più uno il sistema delle forze in equilibrio, ma tanti se- 
parati, per quanti fossero i capi rescissi più uno. La ten- 
sione dunque deve aver luogo in tutti i capi di fune in- 
terposti ai punti di applicazione delle forze, siano essi finiti 
come nei poligoni funicolari, o infinitesimi come nelle curve 
funicolari. Egli è chiaro, che la tensione di un capo di fune 
è prodotta da due forze uguali, opposte, c dirette secondo 
il detto capo di fune applicate alle di lui estremità. Egli 
è evidente, che debbano essere direttamente opposte : che 
poi debbano essere uguali è parimenti chiaro, perchè se 
avessero una differenza , eoo questa il capo di fune nou 


— 138 - 

sarebbe teso , ma trasportato con moto progressivo dalla 
parte della forra maggiore. Una di queste forre uguali in 
meccanica si chiama tensione. Dunque la tensione di un 
capo qualunque di fune prodotta da forze in equilibrio è una 
delle forze uguali e contrarie applicate alle sue estremità. 

107. Condizione per l'equilibrio dello forze nel 
poligono funicolare. In questo poligono, come è chiaro, le 
forre sono applicate ai vertici dei suoi angoli, ed agiscono 
da dentro in fuori. Queste forre in ogni vertice sono unq, 

0 si riducono ad una colla composizione. Ora affinché esista 
l'equilibrio é necessario, e basta, che decomposte le forze ap- 
plicate ai vertici degli angoli del poligono in due secondo i 
lati contigui del poligono stesso queste siano tensioni : ossia 
che le componenti agli estremi dello stesso lato essendo di 
lor natura opposte, siano uguali. Infatti per l'equilibrio delle 
forze nel poligono funicolare si richiede , che non abbia 
luogo molo nè progressivo, nè rotatario, essendo tesi i capi 
di fune. Ora coll'essere le componenti delle forze secondo 

1 lati del poligono tensioni di questi, ed i capi sono tesi, 
e le forze si elidono, dunque la delta è la condizione del- 
l'equilibrio. 

108. Eopreoolone In equazioni della detta condi- 
zione. Sia il poligono funico- 
lare come in figura , nel quale 
gli estremi T, T' siano fissi, ed 
ai punti A, B, C, D siano ap- 
plicale le forze P, 0,R, S. Siano 
a , a! gli angoli che il prolun- 
gamento A p di P fa coi lati con- 
tigui AT, AB, e cosi degli altri, come in figura. Si decom- 
ponga la P secondo questi lati ed avremo chiamando T, e 
X le componenti 

_ Psena' x _ Pscna 
sen(a-t-a') ’ sen(a-+-«') 
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Si faccia In stesso per Q, R, S col avvertire che le compo- 
nenti secondo lo stesso capo di fune or ora si faranno uguali, 
ed avremo 

X — Qs mft' Y Qsenfl 

sen(fi-t-f}') ’ scn{/ 9 -t-/S')>^ 


Rsen.y’ 
seri '7-1-7') ’ 


Rscny 
semy-i-y') ’ 


Ssend' Ssend 

7 ~ 1 = — 

scn( 5 -t- 3 ') ’ seii(ò-t'd’) 

Dopo ciò la condizione dell'equilibrio (§ 107) sarà espressa 
dalle equazioni 

Psenoc Qsen^S' 

sen(s(-*-«') 

QsciqS R seri 7 * 

sen(/S -.-£') sen(y-*-y') ’ 

Rseny Sseuò' 

scn(y-+- 7 ') scn(d-t-d') 

109. Caso In cui la forza è scorrevole nel poli- 
gono. Se la forza ex. gr. P é applicata ad un anello A 
scorrevole , essa si fermerà quando la sua direzione divi- 
derà in mezzo I’ angolo TAB. Infatti essendo fìssi i punti 
T, B, il punto scorrevole A descriverà un ellisse, i di cui 
fochi sono T, B, ed i raggi vettori di somma costante sono 
AT, AB: dunque il punto A si trova, ovunque si muova, 
sul concavo dell’ellisse: perciò allora si fermerà quando la 
direzione della forza, che lo muove sia normale alla curva: 
ma la normale in un punto dell’ ellisse divide in mezzo 
l’angolo fatto in questo punto dai raggi vettori, dunque la 
forza A quando sia ferma dividerà in mezzo l’angolo fatto dai 
due "capi di fune contigui, e perciò le tensioui da essa pro- 
dotte sono uguali. 
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110. Cnso del poligono funicolare lu cui le forze 
dividono In mezzo gli angoli al vertici del quali 
tono applicate» In questo caso le componenti di ciascuna 
forza secondo i capi contigui di funo sono fra loro uguali; 
ma per l'equilibrio sono uguali anche le due forzo in eia» 
scun capo di fune : dunque tutte le forze secondo tutti 
i capi di fune sono uguali: queste sono le loro tensioni : 
dunque nel caso stabilito il poligono è per tutto teso ugual- 
mente. 

111. Si dica T questa tcnzionc costante: essendo 

a = a!, sarà (§. 108) P = 2Tcos« : 

dunque nel detto caso le forze tono come i coseni della mela 
degli angoli del poligono divisi in mezzo dalle forse. 

112. Caso della fune tesa sopra punti. Dunque se 
in luogo delle forze P, Q, R, S si stabiliscano dei punti 
fissi A, B, C, D al di sotto dei quali passi la fune TABCDT': 
in primo luogo le forze T, T 1 che tirano l'estremità di que- 
sta corda saranno uguali , c la corda sarà per tutto tesa 
ugualmente: ed in secondo luogo la fune premerà ciascun 
punto in ragione del coseno della metà dell’angolo del po- 
ligono di cui quel punto 6 vertice. Infatti in questo caso 
ciascuna forza, che è pressione, deve dividere in mezzo il 
detto angolo per dare due componenti uguali secondo i due 
lati contigui del poligono: perché altrimenti essendo disu- 
guali, la fune, che si suppone perfettamente flessibile, scor- 
rcrrcbbc sul punto dalla parte della componente maggiore. 

113. Supponiamo che i due lati contigui AB, BC siano 
uguali, il coseno della metà dell'angolo ABC é uguale ad 
uno di questi lati diviso pel diametro dei circolo, che passa 
per li tre punti A, B, C. Dunque se tutti i lati del poli- 
gono funicolare spno fra loro uguali si può dire, che tutte 
le forze I’, 0, U, S, che dividono in mezzo i loro angoli, 
sono in ragione inversa dei diametri dei diversi circoli, di 
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cui ciascuno passa per li vertici di tre angoli consecutivi del 
poligono,c le dette forze sono dirette secondo i delti diametri. 

114. Vane tesa sul convesso d' una curva. Consi- 
derando una curva come un poligono di lati infinitesimi , 
che perciò si possono supporre fra loro uguali, ciascuno di 
questi circoli diviene circolo osculatore ad un ed un altro 
punto della curva : dunque se si ha una curva funicolare 
i di cui estremi sono fissi formata da forzo applicate a tutti 
i punti e dire Ile secondo i raggi dei circoli osculatori ai 
detti punti, o in questi punti normali alla curva, la fune 
è per tutto tesa ugualmente, c perciò se non sono fissi gli 
estremi saranno tenuti da due forze di direzioni tangenti 
ai detti estremi, c fra loro uguali , e ciascuna forza ò in 
ragione inversa del raggio del circolo osculatore al punto 
ove la forza è applicata. Questo caso equivale a quello in 
cui la fune ò tesa da due forze applicale all’estremità sul 
convesso di una curva qualunque : perché ciascun punto 
della curva essendo premuto normalmente alla curva questa 
forza è secondo il raggio osculatore, quindi la fune è per 
tutto tesa ugualmente , le forze estreme tendenti debbono 
essere fra loro uguali, c la pressione è in ragione inversa 
dei corrispondenti raggi osculatori. 

115. L'equilibrio delle forze In nn poligono funi- 
colare rimane quando le forze alano applicate ad 
un punto rimanendo parallele alla loro primitiva 
posizione. Se tutte le forze P, Q, R, S, c le tensioni T, T' 
dei capi estremi, tutte forze in equilibrio nel poligono, si 
trasportassero parallclcmente a se stesse fino ad essere ap- 
plicate ad un punto a piacere, in questo sarebbero in equi- 
librio; perchè decomponendo le forze P, Q, R, S parallela- 
mente ai loro capi contigui di fune si otterrebbero le tensioni 
di ciascun capo, che sono uguali c contrarie. 

116. Risultante delle forze da nn estremo Uno ad 
una forza qualunque ucl poligono. Tutte le forze del 
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poligono da un estremo T fino ad una forza qualunque R 
hanno nna risultante uguale alla tensione Z del capo di 
fune seguente al punto C di applicazione di R, perchè la 
forza T e le componenti di P, Q, R secondo i capi con- 
tigui di fune danno la componente Z di K secondo CD eli- 
dendosi tutte le altre corno tensioni dei capi TA, AB, BC. 

117. Como in cut «t pud trovare il punto per dove 
passa la direzione della risultante delle forze ap- 
plicate al poligono funicolare. Se i due capi estremi 
AT, UT' sono in un piano, prolungati s’ incontreranno in 
un punto O , e per questo punto dovrà passare la ri- 
sultante delle forze interposte P, Q , R , S fra quei capi. 
Infatti il sistema delle forze in equilibrio nel poligono 
funicolare si consideri come invariabile in tal caso { di- 
nam. §. 8. j una qualunque di queste forze deve essere ugua- 
le o direttamente opposta alla risultante delle altre, o, che 
é lo stesso , la risultante di due qualunque deve essere 
uguale e direttamente opposta alla risultante delle altre : 
dunque la risultante di T, T' è uguale e direttamente op- 
posta alla risultante delle forze P, Q, li. S : perciò la ri- 
sultante di questa deve passare per l’intersezione O di AT, 
e DT'. 

118. Si vede poi che ciò vale per due lati presi a piacere, 
purché giacciono nello stesso piano, che cioè pel punto di 
intersezione del toro prolungamento, passa la risultante delle 
forze interposte' fra i detti lati. 

CAP. V. 

Poligono funicolare di forse parallele. 

119. Le forze pnrnllelc «otto latte In in plano col 
poligono funicolare. Infatti in ogni poligono funicolare 
ciascuna forza è in un piano coi capi contigui di fune, per- 
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chè la risultante 6 nello stesso piano delle due componenti 
congiunte ad angolo. Inoltre le forze parallele a due a due 
sono nello stesso piano coi capi di fune interposti come se- 
canti. l'osto il parallelismo si ha 

sena' = sen (ì, senfi' t= seny, seir/ = sen3. 

Moltiplicando I’ equazioni (a) (§. 108) rispettivamente per 
queste uguaglianze sarà 

Psenasena' Qscn ( 3scn/3' _ 

sen(a-*-a') sen'/3-t-/5') 


Rscnyseny’ Ssenòsonò' 
cos(y-t-y') sen(ò-t-d') ’ 

ossia 

P _ Q 

cot.a-»-cot.a' col./S-t-cot.^S 1 

R S 

col.y-t-cot.y' cot.d-f-cot.3' " 



cioè nel poligono funicolare di forze parallele in equilibrio 
ogni forza é come la tomma delle cotangenti degli angoli che 
fa coi due lati contigui. 

1*20. Tensione orizzontnle. Si suppongano disposte 
verticalmente le forze parallele, 
e si decomponga In tenzione 

X = — . secondo AB in 
scn(a-t-a ) 

due, Cuna orizzontale, e l’altra 
verticale: evidentemente l’oriz- 
zontale sarà 


PscuasenS , , 

T : ma sen.5 = sena , 

son(a -<-a ) 


dunque la tensione orizzontale sarà 
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Psenasenat' P 

sen(«-t-«') cot.aM-cotac' 

questa è quantità costante (§. 119) : dunque nel poligono 
funicolare di forze parallele la tensione orizzontale è per 
tutto costante, ed a questa condizione equivale quella del- 
l’equilibrio. 

121. Tensione assolata. Si dica O la tensione oriz- 
zontale sarà ( §. 120) X sen/3 = O, d’onde X = . Es- 

seri 

sendo O costante si vede che la tensione di un qualunque 
lato é in ragione inversa del seno della sua inclinazione alla 
verticale, ossia è in ragione inversa del coseno della sua incli- 
nazione all'orizzontale. 

122. Valore di nn numero qualunque di forze. Nel 

nostro poligono vi sia un lato CD orizzontale, e supponiamo 
che prolungato s’incontri in m col Iato TA pur prolungalo. 
Sia i l’inclinazione di TA all’orizzonlalc mr. Per m si con- 
duca una verticale, questa sarà la direzione della risultante 
V delle forze intercetto (§ 117) cominciando da A, c andando 
a C, e sarà uguale alla loro somma. Avendosi ora le due 
componenti T, O, e la risultante V, c dovendo essere ognuna 
come il seno dell’angolo fatto dalle altre due avremo l’equa- 
zione V =» Olang.i ; cioè la somma delle forze fra un lato 
qualunque, ed un lato orizzontale è uguale alla tensione co- 
stante orizzontale moltiplicata per la tangente d'inclinazione 
del primo lato sull’orizzontale. 

123. Proprietà' della curva funicolare. Nella curva 
funicolare di forze parallele, che è un poligono iuGnitilatcro 
(§. 120, 121, 122), la tensione in un puulo qualunque, che è 
secondo il prolungamento del iatcrcolo infinitesimo, che ha un 
estremo a questo punto, o secondo la tangente al detto punto, 
è in ragione inversa del coseno dell' inclinazione di detta 
tangente all’orizzontale : la tensione poi orizzontale è per 
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tutto costante : e In somma delle forze fra un punto qua- 
lunque ed il più basso é uguale alla tensione orizzontale, 
che è la tensione del punto più basso, moltiplicala per la 
tangente trigonometrica dell'angolo d' inclinazione della tan- 
gente al dello punto alla tangente del punto iufirno. Se 
le forze nella curva funicolare siano uguali si suppon- 
gano uguali all’unità. In tal caso se s è l'arco fra il punto 
più basso ed un punto qualunque della curva, la s espri- 
merà la somma delle forze V. Se dunque si supporrà valu- 
tala nella detta unità la tensione orizzontale O , avremo 
s = O tang.i. 

124. Caao particolare del poligono. Si supponga 
che nel poligono funicolare TABCDT’ di forze parallele, nel 

basso terminato in un lato CD 
orizzontale, o in un angolo: da 
una parte, e dall’altra del lato, 
o dell'angolo le due porzioni del 
poligono siano coincidenti, e a 
due a due uguali le forze. In 
tal caso se si prolungheranno i 
lati estremi T , T' , ove concorreranno si potrà applicare 
una forza S, che essendo la risultante di tulle le forze sarà 
il doppio di quelle dalla parte TABC. Di più questa S di- 
viderà in mezzo l’angolo fatto dai due detti prolungamenti; 
quindi la componente di S secondo TA sarà (din. §. 13) la 
S divisa pel doppio coseno dell’angolo, che essa fa colla di- 
rezione di T , o pel doppio coseno dell'angolo che TA fa 
colla verticale : dicendo dunque a questo angolo sarà la 
componente secondo TA espressa da 

S P-t-Q-+-R 



2cos.a 


e os. a 


Se questa si moltiplica per cos.a avremo le componente ver- 
ticale P-i-Q-h-R, e se si moltiplica per sen.o avremo la com- 

10 
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ponente orizzontale (P-t-Q-t-R)tang.o. Da ciò ai ricava, che 
le forze del mezzo poligono fanno uno sforzo verticale in 
T uguale alla loro somma , c che vi producono la forza 
orizzontale da fuori in dentro del poligono espressa dalla 
somma dello dette forze nella tangente dell'inclinazione al- 
1’ orizzontale del lato all’ estremità del quale queste forze 
fanno la loro azione. 

Prolungando il lato AB, ed il suo corrispondente dall’al- 
tra parte si vedrà, che in A si fa uno sforzo verticale uguale 
alla somma delle forze da C sino ad A, ed uno orizzontale 
espresso da questa somma moltiplicata per I' inclinazione 
di BA aH’orizzonlalc. 

125. Poligono di lati rigidi. Tutto ciò che è stato 
detto del poligono funicolare vale pel caso che le forze siano 
applicate ai vertici degli angoli di un poligono formato di 
verghe inflessibili non pesanti l'uiia addossata all’altra colle 
loro estremità. Si vede che queste forze debbono cssere.direlte 
nel concavo del poligono, mentre quelle del poligono funico- 
lare agiscono dalla parte della convessità. Egli é evidente, che 
anche in questo caso la condiziono fondamentale deH’eqni- 
librio, da cui si ricavano tulle le proprietà del detto poligono, 
è, che decomposta ciascuna forza secondo i lati contigui del po- 
ligono, le due componenti secondo ciascun lato siano uguali 
agendo nell' attuai caso contrariamente verso la meta dei 
delti lati : mentre nel poligono funicolare le dette compo- 
nenti agivano da dentro dei lato verso I' estremità. 

CAP. VI. 

Della Curva Catenaria 

126. La curva catenaria o acnipllecmcutc catena- 
ria è quella cui sono applicate in tutti i puuti forze pa- 
rallele in equilibrio. La Catenaria omogenea é quella, che 
avendo sezioni identiche, è animata da forze parallele uguali 
in equilibrio. 
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127. Teorema fondamentale della catenaria. Il teo- 
rema fondamentale di ciò che si dice della catenaria è, ebe 
la somma delle forze applicate ad una porzione qualunque 
della curva cominciando dal punto più basso é uguale alla 
tensione orizzontale di questo punto moltiplicala per la tan- 
gente trigonometrica dell'inclinazione della tangente al punto 
ove termina l'arco sulla orizzontale, per la quale si prende 
la tangente orizzontale al dello punto più basso (§.123). 

128. Equazione generale della catenaria. Sia la Ca- 
tenaria RAT fìssa nei due estre- 
mi R , T ed animala da forze 
qualunque parallele, ed in equi- 
librio. Si consideri di questa cur- 
va una porzione AG cominciando 
dal punto più basso, o da questo 
condotta la verticale AS, ebe si 

prenda per asse delle ascisse , del punto G sia I’ ascissa 
AD = x, e l’ordinata GD = y. L'angolo d’inclinazione della 
tangente in G sulla orizzontale BA tangente al punto più 
basso A è l’angolo, che la tangente fa coll'ordinata GD: ora 
questo angolo evidentemente ha per tangente trigonome- 
trica ~ . So si dica » la forza in G sarà fds il quantitativo 

di forza deU'arcbctto dt: dunque fyds sarà il totale delle 
forze applicate ad », o a GA: dopo ciò il teorema richiamato 
nel (§. 127) si tradurrà in calcolo colla equazione 

(1) f ? di = aj , 

dy 

ove a é la tensione orizzontale della catenaria, per cui si 
può (issare la tensione assoluta del punto più basso A. 

129. Uso dell' equazione generale. L’ equazione (1) 
può servire a due specie di problemi. Il primo si esprime 
cosi. Dato il valore della forza tp in funzione delle coordinai « 
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trovare la catenaria. Il problema inverso poi attegna la ca- 
tenaria, e vuol trovare le forze <p. L'equazione (t) risolve 
la prima specie. Per risolvere la seconda specie di problemi 
si differenzi la (1) ed avremo 


( 2 ) 


df dx 


130. Equazioni per la tensione assolata, cd oriz- 
zontale. La tensione orizzontale si ba dalla equazione (1). 
Infatti si ottiene subito 




Nella cicloide, in cui si suppongano tutte le forze uguali ad 
uno abbiamo a=4r; ove r è il raggio del circolo generatore. 


La tensione assoluta si ha dal suo valore - - ( 121 ). 

co».» 

du 

Ora cos.i = — dunque indicando per t la tensione ad un 


punto di coordinate x, y avremo 


( 4 ) 




d s r , 4rj/ r 2r 

dxj? J/ (2r — a - ) 


per la cicloide. 

131. Problemi della seconda specie. Trovare il va- 
lore delle forxe in una catenaria parabolica. Abbia la para- 
bola il vertice al basso, e l'asse dello x computate dal ver- 
tice sia verticale. L’equazione della parabola sia y 2 = 2 px, 
avremo 



Sostituiti questi valori nella (2) avremo 


k ‘ 

Nelle massime vicinanze del punto più basso la y 2 è tra- 
scurabile: dunque in questi punti della catenaria la forza 
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è costante. Da ciò si può ricavare, che la catenaria, nella 
quale le forze sono costanti, nelle vicinanze del punto più 
basso ò prossimamente una parabola. Ciò avviene in una 
fune flessibile a catenella per tutto di uniforme figura e 
densità animata dalla gravità , perché essa é appunto una 
catenaria di forze uguali. Nelle cicloide si ha 




132 . Trovare la legge delle forte <p in una catenaria te- 
micircolare col diametro orizzontale. Sia l’equazione del cir- 
v 


colo y = l/ (2rx — x 1 ), troveremo p = ■ 


■ , : di qui si 


(r— x) 

ricava, che le forze ai diversi punti debbono essere in ra- 
gione inversa duplicata delle depressioni dei punti sotto 
il diametro orizzontale. 

133 . Problemi della prima specie. Una catenaria i 
animata da forse che sono tn ragione inversa sudduplicata de- 
gli archi fra i punti , ove sono applicate le forse, ed il punto 
più basso : trovate l'equazione della catenaria. L’ equazione 

tu * 

p = — esprime la data condizione. Servendoci della equa- 
zione (1) abbiamo 


dunque 


pds dx 

in /— = a — : 
J l/s dy 

dx 

2 ml/ s — a — . 

dy 


'2m 


Facendo — = l/n sarà 
a 

dx dx'-+ 


dy' 


= 1 


d,' 

a i 


dy = 


ds 


i/(i- 


;y =-l/(l 

-ns) n ' 


d y 

ns) -r- C. 
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y = 0, abbiamo s = 0 : 




equazione che integrata, com’è facile, ci darà l'cquazionc 
domandata tra y, x. 

134. (Ina catenaria è animata nel ano! punti da 
forze, che nono come I elevazioni di questi punti 
ani punto più basso, trovare l'equazione di questa: 
curva. La condizione £ espressa da <p — mx. La (l)cida 


dx 

>‘y 


xds = njxds facendo 


m 

a 


n 


d x , d’x 

— = n xds ; - — —~—i — nr: = nx > 
dy dy\/ (dx-t-dy) 


dxd'x . V QLr 1 — t— rfy *) 

(hjY (dx'-^dy*) ’ dy 


nx 1 
2 




dy 


<J — 


l ( 


»*** 

4 

l/'(nx 3 


nx’) ; 


-4)— 2 


1 


2i /"a V(a**-«-4 -t-2 


1 ) 


2dx 

C . 
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135. Catenari» omogeneo. Itetlillcnzlonc di rana. 

Supponiamo la catenaria RAT , come nella pagina 117 , 
sospesa in due punti R , T posti sulla linea orizzontale 
RT , che sia animata dalla gravità , che diremo uno , e 
che il peso di una porzione qualunque AG computata dal 
punto più basso A lino ad uno di coordinale AD=.r,DG=:y 
sia proporzionale ad AG o * : l'equazione (1) ci darà 

a dy 

i dx ' 

di qui 

a’-W dx'-*-dy* _ da' * d * 

~7~ ~ dx' ~ dx'’ 1 1/ (»’-+-«’) ' 

Integrando, ed avvertendo, che deve essere insieme x = 0, 
* = 0 avremo 

x -t- a — «’): * = 

che ci mostra essere la nostra catenaria rettificabile. 

136. Eqnnzlone della catenaria. Troviamo l'equazione 
fra x, y. Avevamo 

dx a dx’-t-dy* a'-t-t* 

dy a ’ dy 1 a ’ ’ 

di' t adt 

dy » a * ’ ‘ <J ~~ («*-«-*’) ' 

Integrando cd avvertendo, che y = 0 dà s — 0 avremo 

(al V . • s-t-^o’-s-» 1 ) 

— 1 » c — ; 

a a a 


M 


- y 
a 


a 






€ 


5 - 


a 
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sottraendo la (b) da (a) avremo 


Avendo 


avremo 


Integrando, e ritenendo x = 0 quando y = 0, troveremo 


y ~y 



equazione domandata. 

137. Ma si può avere sotto altra forma. In fatti aven- 
dosi (§. 135) * = (x , -*-2ax ) , c = - ; sostituendo- 

vi il valore antecedente di s avremo 

, adx 

che integrala ci darà 

, (x-i-a-t-l/^ x’-t-2o.r 

V = ni . 

3 a 

138. Dove In catenaria iti confonda eolia cicloide, 

. , . .... dx s 

e colla parabola. I. equazione piu volte ripetuta — = - 

dy a 


V -r 



* dx 
a — dy * 
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ci dà sdy =• adx. Si supponga ora la curva nelle massime 
vicinanze del punto più basso talché la x sia piccolissima. 
In tal caso la s si può dire prossimamente uguale alla y 
e perciò nell'equazione antecedente si potrà scambiare l'una 
nell’altra : onde avremo tds = adx, ydy — adx. La prima è 
l’equazione differenziale della cicloide; la seconda è l'equa- 
zione differenziale della parabola : dunque verso il punto 
più basso la catenaria si può supporre o un arco cicloi- 
dale, o un arco parabolico. Questo secondo caso è stato già 
ricavato nel ( §. 131 ). Tutto ciò che è stato detto della 
curva funicolare vale per la curva formata di ialercoli ri- 
gidi infinitesimi; purché si suppongano le forze voltate dalla 
parte della concavità della curva, e questo caso, come ve- 
dremo, forma ('elemento fondamentale dell'equilibrio degli 
archi, delle volte, e delle cupole, supposto fra le parti il 
solo contrasto senza attrito, c senza forze di cementi. 

CAP. VII. 

Equilìbrio t spinta dei poligoni, 

139. Di più travi connesse a foggia di poligono si com- 
pongono i tetti, i ponti di legno, le armature dei palchi, 
ed altre opere di simil fatta. Le travi pel proprio peso, c 
pel carico sovrapposto si spingono c si premono scambie- 
volmente, ed insieme spingono e premono i sostegni , che 
sollevandosi da terra sostengono il poligono alle estremità 
ove è aperto. Questi sostegni in questo e nei simili casi si 
chiamano piediritti. Non si tralascia di commettere le travi 
quanto meglio si può per impedire il chiudersi, o l'aprirsi 
degli angoli: ina poiché queste commessure non hanno forza 
nè molto gagliarda nè molto durevole , cosi giova cercare 
in primo luogo come possa darsi al poligono (al forma, che 
le travi si equilibriuo fra loro stesse. Cercasi in secondo 
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luogo la «pinta, che il poligono cosi equilibralo esercita sui 
piediritti affine di proporzionarvi la loro resistenza. 

140. l'or queste ricerche non abbiamo che a riportarci 
ai paragrafi aulecedenti pei capi K° , 5*, nei quali si parla 
dell'equilibrio dei poligoui funicolari, perchè da questi si 
ricava la soluzione generale dei due problemi accennati, e 
di più altri, che in tale argomento potrebbero olTrirsi. Qui 
non faremo, che applicare quella teoria ad alcuni casi più 
ovvi nella pratica. Nel che supporremo , che il tetto , o 
poligouo qualunque sia simmetrico attorno la verticale di 
mezzo cosi per la forma, che per la distribuzione del peso. 
I pesi poi dei travi, e quelli di cui possano essere gravali 
si polrauno sempre ridurre ad agire solamente sugli angoli. 
Infatti riuniti i propri pesi, ed i pesi di cui siano gravali 
nei loro centri di gravità per mezzo della teoria delle forzo 
parallele, i detti pesi si potrauuo decomporre in due do ap- 
plicarsi agli estremi del trave in proposito, o da applicarsi 
ai vertici degli angoli del poligono, che si trovano nei delti 
estremi. 

141. Poligono triangolare BC1) ; il peso applicato 
al colmo C sia 2P, il peso ap- 
plicato a ciascuno dei punti B, 
D sia V'; l’angolo BCK = m. La 
spinta orizzontale agli appoggi 
B, D sarà P lang.m, e la spinta 
verticale P V. Infatti le com- 
ponenti di 2P in C secondo i 

, P 

Iati CB, CD, che fanno angoli uguali con 2P sono . 

cos.rn 

P 

Questo si applichi in B secondo BF e si decomponga 

cos.rn 

in due Cuna orizzontale, l'altra verticale: la prima sarà 

scn. FBM = — — sen. (90 -t- KBC) = 
cos.rn cos.rn 
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P P 

cos. KBC = scu.m = P lang uì 

cos.m cos.m 


La verticale sarà 


cos.FBM = cos. (90-i-KBC) = cos. m=P 

cos.m cos.m cos.m 

112. Quando la larghezza BD rimanga la stessa , e le 
travi siano cariche uniformemente, ed in proporzione della 
loro lunghezza, crescendo I’ elevazione del letto scema la 
spinta orizzontale pei termini B, D, e cresco la spinta ver- 
ticale. Infatti essendo allora P, V proporzionali a BC ossia 
BK 

a , ed essendo la spinta orizzontale Ptang.m come 

sen.m 

BK BK 

tang.m = , si vede che al sollevarsi del colmo 

sen.m cos.m 

C s’ impiccolisce 1’ angolo m , perciò diminuisce sen.m , c 
cresce cos.m: dunque cresce la spinta verticale c diminuisce 
l'orizzontale. 

143. Poligono quadrangolare. Sia il tetto quadran- 
golare ABDE , il peso all'angolo B sia Q , il peso al ter- 
mine Asia V, e l’angolo ABM = n. La spinta orizzontale 
negli appoggi A , E sarà = Q lang.n, e la spinta verti- 
cale = Q V. Infatti si decomponga il peso Q in . due 
forze Cuna secondo BA, l’altra secondo BK, sarà la prima 

Qscn.MBK Qscn.90‘' Q 


son. Alili sen(90°^-n) cos.n ’ 


l’altra sarà 


Qscn.n 


=Qtang.n ; 


sen. (90 '-+-») 

questa agisce da fuori in dentro , cioè da B verso D. La 
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0 


forza si porti in A e si decomponga in due l'una oriz- 

cos.n 


zontalc l’altra verticale: sarà la prima sen.n , ossia 

cos.n 

Q tang.n, ed agirà da dentro in fuori : la verticale sarà 


cos.n = Q . 

cos.n 


144. Poligono pentagono. Sia il tetto pentagono 
ARCI) E; il peso al colmo C sia 2P ; all'angolo B sia Q e 
al termine A = V. L'angolo BCK = m, l’angolo ABM=n. 
Abbiamo, che la condizione (§. 120) dell'equilibrio è, che 
la tensione orizzontale è uguale per tutto il poligono , c 
che questa è espressa da ciascuna forza applicata a ciascun 
angolo divisa per la somma delle cotangenti degli angoli, 
che essa fa coi lati contigui del poligono. Ora la delta 

2P 

quantità nel vertice C è evidentemente , ed in B è 

2col.m 


0 = Q . 

col. ABM-+-cot.MBC col.» — cot.m ’ 


dunque abbiamo 

P _ Q . 

cot.m col.n — cot.m ’ 

ossia 

Pcot.n — Pcot.w = Qcot.m, 

Pcot.n = (P Q) cot.m, Plang.m = (P Q) tang.n. 

1 due membri di questa equazione ci danno due espres- 
sioni della costante tensione orizzontale. 

145. Le componenti uguali di 2P secondo CB, CD sono 
P 

. Considerando la componente secondo CB s'intenda 

cos.m 

applicata in B secondo BF prolungamento di CB, c si de- 
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componga in «lue Tana verticale secondo la BM, e l’altra 
orizzontale : la prima come si è veduto sarà P (§. 441) , 
1’ altra Ptang.m; con che ritorna la costante tensione oriz- 
zontale. Si trovi la componente secondo BA di P Q ap- 
plicata in Q , e I' altra orizzontale secondo BK- Sarà la 
prima 

(P-t-Q)scn.MBK _ P-^-Q _ P-«-Q 

scii.AUK scn.(»-*-MBK) cos.n 


l’altra componente sarà 

(P-«-0)scn.« 

*en.(n-«-MBK) 


(P -h- Q)tang.n : 


ove ritorna l’altra superiore espressione della costante ten- 
sione orizzontale agente da fnori in dentro. La componente 

P_4_0 

secondo BA s' intenda applicata in A, c si dccom- 

cos.n 

ponga in due 1' una verticale I’ altra orizzontale. Sarà la 
prima 


P-«-Q 

cos.n 


cos.fi = P Q , 


l’altra sarà 


— — — sen.n = (P Q) lang.n 
cos.n 


agente da dentro in fuori; dunque sugli appoggi A, E si 
hanno le pressioni verticali P -+- Q V, e gli sforzi oriz- 
zontali espressi da Ptangni, o da (P Q) tang.n. 

146. Poligouo di nn qnalnuqnc numero di lati. 

Se il poligono fosse cresciuto di due lati uno da una parte 
congiunto in A, c l'altro dall' altra congiunto io E, c che 
al vertice dell'angolo in A fosse stalo applicato un peso V, 
come si è posto di sopra, clic col lato congiunto in A avesse 
fallo l'angolo r , sarebbe stalo facile trovare la pressione 
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verticale , c 1’ azione orizzontale nei due appoggi agli 
estremi dei detti lati, in fatti al punto A è applicato il 
peso P-e-Q-t-V: si decomponga in due forze I’ uua $e- 
coudo il lato , 1' altra orizzontale ; quella secondo il lato 
sarà 

(P-»-(H-V )scn.90° _ (P-*-Q-4-V) 
sen.(r-+-90°) cos.r 

Lo sforzo orizzontale sarà 
(P-+-0-4— V) 

sen.r = (P-t-Q-t-R)lang.r. 

cos.r D 

Questo è lo stesso che Plang.m, c (P -t- Q) tang.n. Infatti 
per la condizione dell'equilibrio del poligono funicolare di 
forze parallele abbiamo 

2P _ Q V 

2cot.m col». — cot.m cot.r — cot.n 


I)a questa serie di rapporti uguali diremo , che la somma 
di tutti i primi termini dei rapporti sta alla somma dei 
secondi termini, come il primo al secondo termine del pri- 
mo rapporto, dunque P -t-Q V: cot.r = P: cot.m, d’onde 
Ptang.m = (P Q V) tang.r, ciò che si doveva provare. 
P -f-O-t-V 

La forza secondo l'ultimo lato si trasporti ad cs- 

cos.r 

sere applicata al suo estremo, e si decomponga in due Luna 
verticale che sarà 


P .-Q-^ V 
cos.r 


cos.r = P 


Q 


V 


c l’altra orizzontale che sarà 


P-KH-V 

cos.r 


sen.r = (P -+- Q 


V) tang.r 
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Da tallo ciò si ricava, che qualunque sia il uumcro dei lati 
del poligono sostenuto nei suoi estremi ove è aperto, le pres- 
sioni verticali su ciascuno di questi punti estremi ò la metà 
del peso del poligono, c che la spinta orizzontale è questo 
stesso peso moltiplicato nella tangente dell’angolo, che esso 
fa colla direzione del lato estremo, spinta orizzontale che 
può essere espressa dalla tangente dell'angolo che ciascun 
lato del poligono fa co Ila verticale moltiplicata per la som- 
ma di tutti i pesi applicali ai vertici degli angoli del po- 
ligono cominciando da quello che è principio del lato in 
proposito, e andando al di sopra fino all’estremo del lato 
orizzontale, o fino al punto culminante, dove si dove pren- 
dere la metà dei peso. Si ricava ancora, che ad ogni vertice 
degli angoli del poligono vi sono sforzi orizzontali uguali ed 
opposti. Tutti questi casi si sono distinti, c si sono trattati ap- 
positamente; ma ciò per solo esercizio di trattar forze nel tra- 
sportarle, c trovare 1' equivalenti. Le dette verità si sono 
dimostrate nel (§. 124). Ivi si è dimostrato, che agli estre- 
mi del poligono funicolare di forze parallele simmetrico da 
una parte c dall'altra rispetto una verticale, che lo divide 
in mezzo, si fanno sforzi verticali ciascuno uguale alla metà 
delle forze del poligono, o similmente in ogni vertice de- 
gli angoli del poligono. Si è dimostrato ancora , che lo 
sforzo orizzontale costante può rappresentarsi dalla somma 
delle forze, che in un ciascun vertice degli angoli del po- 
ligono vi si potevano intendere applicate, moltiplicata per 
la tangente dell'angolo che la delta somma faceva con uuo 
dei due lati, che si univano in quel vertice. 

147. Sin il tetto pentagono ADCDE fuori d'equilibrio, 
c per impedire la mossa degli angoli B , 1) sia aggiun- 

ta la corda o piana BD, la quale sia di peso 2K. La com- 
ponente secondo CB del peso 21* collocalo in C produrrà 
in B lo sforzo orizzontale da dentro in fuori uguale a 
Plaug.ut ed un peso verticale I’; dunque in B vi è un peso 
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V -+- Q m- R secondo BM. La componente di questo peso 
secondo BK cioè lo sforzo orizzontale da fuori in dentro sarà 

(P -t- Q -+- R) tang.n . 

Nel caso di disquilibrio vi farà una differenza fra questo 
c Io sforzo orizzontale opposto; onde esisterà una forza :±: 
Ptang.m zp (P -i- Q -+- R) tang.n, e questa nei due punti 
B , D ; quindi la piana dovrà sostenere queste due forze 
uguali c contrarie , che agiranno ambedue o da dentro in 
fuori, o da fuori iu dentro. 

148. Sforzo che le travi possano m offrire per l'azio- 
ne delle forze. Abbiamo sempre supposto, che le travi 
fossero d’iuviucibil fermezza: ma potrebbero esse spezzarsi 
in virtù del peso sovrapposto, o del proprio, e potrebbero 
cedere o allo strappamento, o alla compressione; e questi 
formano quattro casi. 

149. Il primo è, che essendo una trave conficcata in una' 
estremità, nu peso applicato verticalmente ad una certa di- 
sianza la possa spezzare; il secondo, che una trave essendo 
sostenuta nelle due sue estremità fra queste si possa spezzare. 
Il terzo è, che la trave per due forze applicata alle due sue 
estremità secondo la sua stessa direzione possa essere strap- 
pata. Il quarto é la compressione che possa subire onde pie- 
garsi. Queste ricerche formeranno lo scopo del seguente capo, 
col quale completeremo il capo presente. Imperciocché per 
impedire, che la piana BD si spezzi nel punto medio K, un 
colonnello si lìssa in una sua estremità in questo punto , 
e si sostiene dal culmine C nell' altra estremità. E per 
impedire lo spezzamento della piana AD allo stesso modo 
si fisseranno due colonnelli BM,DN. Ora per questo è ne- 
cessario sapere gli sforzi sostenuti da questi colonnelli, che 
saranno uguali alle forze con cui le piane tendono a spez- 
zarsi o nella sezione media K, o in due sezioni come M, 
ed N. Anche la piana dalle -due forze all* estremità potrà 
o strapparsi, o piegarsi per la compressione. 
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CAI». Vili. 

Resistenza dei solidi contro le diverse maniere di agire 
delle forze su di essi. 

150. He»l»tenia del nolldo contro In forza che 
tende n «frapparlo. Un vincolo tenace stringe fra loro le 
particelle dei corpi solidi opponendo gagliarda resistenza alla 
forza, che cerchi di separarle. Ognun vede, che questa resi- 
stenza deve variare non solo nelle diverse specie dei solidi, 
ma ben anche secondo le varie loro dimensioni, c secondo il 
vario modo col quale la forza si applica a tentare la separa- 
zione. Se tutti i solidi fossero perfettamente omogenei ed in- 
flessibili, la resistenza d'ogni sezione potrebbe riguardarsi co- 
me la risultante di tante forze uguali, c parallele quanti sono 
gli elementi uguali della sezione, onde sarebbe uguale al- 
l’arca della sezione , e raccolta nel suo centro di gravità. 
Allora tutte le varietà dipendenti dalle dimensioni del so- 
lido , c dal modo di applicazione della forza , potrebbero 
geometricamente determinarsi. Or quantunque mai non s’in- 
contri questa perfetta ed uguale rigidità delle libre , pur 
giova di assumerla come ipotesi , e vedere quali conse- 
guenze derivino. Consultando poi l’esperienza, e confron- 
tandola coi risultati dell’ ipotesi ci si mostrerà quello che 
devesi attribuire c alla eterogeneità delle parti, ed alla im- 
perfetta loro elasticità. 

151. Posto ciò s’ invagini un solido prismatico fitto oriz- 
zontalmeute nel muro in uua sua estremità, e (irato dall’al- 
tra con forza P, che tenda a strapparlo in uua sezione. Sia 
questo solido tale, che il contorno di una sezione qualun- 
que verticale sia simmetrico da una parte e dall’ altra di 
una retta condotta in mezzo , sulla quale dal punto piu 
alto siano computate le ascisse. Sia una ascissa x , e la 

11 


Digitized by Google 



— 162 — 

ordinala y ortogonale. Esprima poi k la tenacità di ciascun 
elemento della detta sezione. Ciò posto 2 ydx esprimerà l'elc- 
mcnlo rettangolare della sezione dopo l’ascissa x, e 2 kydx 
sarà la sua tenacità, e la tenacità di tutta la seziono sarà 
2 kfydx , che dovrà essere uguale a P per avere il limite 
della resistenza : quindi 1' equazione P = 2* fydx espri- 
merà la relazione fra la resistenza del solido, e la forza che 
tende a strapparlo nella data sezione, talché se la P cresce 
di poco avrà il suo effetto ; quindi nei solidi omogenei, la 
resistenza alla forza distraente £ proporzionale alle sezioni 
normali a questa forza. Questa resistenza si dice astoluta. 

152. Dall’esperienza si ricava, che i metalli deviano da 
questa legge non però di molto. Nei legni l'abberazione è 
maggiore, ed affatto irregolare. 

153. Betistenza del solidi «Un rottura essendo 


Bssl In una estremità. Si consideri un solido prismatico 
come nel caso antecedente, che conficcato in una estremità 
noi muro sia orizzontale. All'altra estremità ad una distanza 
c dal muro sia applicato un peso che tenti di spezzarlo nella 
sezione al muro facendo ruotare la parte dal Iato del peso 
intorno alla retta o punto inferiore della detta sezione. Si ri- 
tengano le denominazioni antecedenti , ma computando le 
ascisse dal punto inferiore o dalla retta della rotazione. La 
tenacità 2 kydx del rettangolo resisterà col momento 2kyxdx, 
e la resistenza totale sarà 2 k f yxdx, che dovrà essere uguale 
al momento Qc del peso Q: dunque 

Qc = 2 k fyxdx, Q = — C yxdx . 


151. Applicazione. Se il solido £ un parallelepipedo ret- 
tangolare, come sogliono essere le travi, la sua altezza sia 

a, o la larghezza I, avremo Q = . Ciò si avrà se si 

2c 

fisserà y — — . Si vede, che la resistenza è in ragione com- 
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posta diretta del quadrato dell'altezza e della larghezza, ed 
inversa della lunghezza. Questa resistenza si dice rispettiva. 

155. Confronto delle due resistenze. Se nelle travi 
si confronti la resistenza antecedente (§. 151) con questa, si 
troverà , che la resistenza assoluta sta alla rispettiva conte 
la lunghezza alla metà dell'altezza. 

156. W considera 11 peso della trave. Se si vuol te- 
nere a conto il peso delia trave , che anche esso tonde a 
spezzarla, si dica V: questo collocato nel suo centro di gra- 
vità al punto medio della trave tenterà iusicmo col peso Q 


da spezzarla col momento -Ve; dunque avremo 

M 



157. Altra Ipotesi. Invece dell'Ipotesi fatta se ne am- 
mette un altra, che sembra convenir meglio ai corpi tessuti 
di fibre flessibili , o capaci d’allungarsi per lo stiramento. 
Allorché il peso Q fa forza per girar la sezione intorno al 
punto o linea inferiore, gli clementi contigui a questo lato 
non soffrono alcuna distrazione, gli altri sono di più in piu 
distratti secondo che si va verso la linea o punto culmi- 
nante. Nell’attuale ipotesi la resilienza alla rottura é in ra- 
gione della distanza dal punto, o retta più tassa. So dunque 
si ponga k la resistenza nel punto o punti supremi all’al- 
tezza a sopra il punto , o retta più bassa , e si ritenga x 
I’ ascissa computala dal punto inferiore, a questa ascissa, 

secondo la nuova ipotesi, corrisponderà la resistenza — , ed 

a 

il momento della resistenza pel rettangolo 2y dx sarà 

2 * 

— x 2 udx . 

« 3 

Uguagliando al momento Qc la somma dei momenti della 


/ 
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0 = — f x'yfo ■ 

ac J 


Da questa si ricava, che nelle travi il rapporto fra la resi- 
stenza assoluta, e la rispettiva è quello della lunghezza al 
terzo dell’altezza. Sussiste però anche in questa ipotesi fra 
le resistenze rispettive la proporzione del (§. 154). 

158. SI trova l'cqunzioue della figura che ni so- 
lido prende nell’ Incurvarsi nello stato prossimo 
alla rottura , e ciò giusta la seconda Ipotesi. Sia 



ABDCil profilo del solido prisma- 
tico, e questo pel carico del peso 
Q si sia piegato in ABdc. Rife- 
riamo la curva A me all’asse A P 
colle coordinate \p=x', pm=y', 
conservando le superiori denomi- 
nazioni. Siano i punti n, m infi- 
nitamente prossimi , e li profili mA, nk delle sezioni fatte 
normalmente alla curva A me concorrano in K, sarà Kn = 
Km = R il raggio osculatore al punto m. 

159. Consideriamo ora I’ equilibrio del peso Q colla te- 
nacità della seziono mA, la quale dalla situazione mi paral- 
lela ad nk è condotta alla situazione mA per lo stiramento 
delle fibre, ed é in sul punto d'essere strappata. Mentre il 
peso Q tende a far girare la sezione mA intorno al punto 
m scostandola sempre più dalla situazione mi, c così tendendo 
a strappare le libre già allungate del solido, ognuna di queste 
libre, giusta la seconda ipotesi, resiste con forza tanto mag- 
giore quanto è maggiore la sua distrazione: quindi nel punto 
e sarà proporzionale ad <q\ c perché si ha Kn: mn=me: cq, 
se prendiamo per costante l'archetto nm della curva, sarà 

eq proporzionale ad ossia ad . Pertanto la resistenza 
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nel punto » ovo x — a sarà proporzionale ad — ;dunquesarà 


assolutameli 


R’ 


meremo questa resistenza per — ; e la resistenza nel punto 


sarà : perciò la resistenza del trapezio elementare 
aR 


cor- 


hx 

rispondente al punto e sarà — . 2 ydx , ed il momento di 

. .i 2A , 

essa rispetto il punto m sarà — x ydx, e la somma dei mo- 
menti per tutta sezione di profilo mi sarà 

a/-*" • 


Essendo il solido prismatico , fx , ydx e la stessa per qua- 
lunque sezione del prisma e perciò per tutta la curva Anmc: 
facendo dunque 

2 ±fx'ydx= E 
E 

sarà — il momento della resistenza della sezione di profilo 

mi. D’altronde il momento del peso Q relativamente al punto 
m, intorno a cui tende a fare, la rotazione è Q le — y'): dunque 
£ 

Q (e— y') — — . Vedremo in seguilo, che questa è l’equazione 

di una lastra elastica piegata da un peso. 

160 . Renistenzn dei solidi allo gpczziiznento co- 
lendo sostenuti Delle due estremità. Supponiamo il 
solido sostenuto nelle due sezioni estreme, e dal punto me- 
dio penda il peso T, che sia in sullo spezzare il solido nella 
sezione verticale, che passa pel detto punto. Ciascuno degli 
appoggi sostiene la metà del peso T: perciò sussisterà l’equi-. 
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librio se rimossi i due appoggi intenderemo ad essi sosti- 
tuite due forze ciascuna metà di T, che traendo all' insù 
siano in sul rompere il solido nella detta sezione media. Il 
momento di ciascuna delle dette forze fi 



e, ossia 



ritenendo, che e sia la lunghezza del solido. Il trovato mo- 
mento deve essere uguale al momento 2kfyxdx (§. 153) 
delia resistenza , che si fà forte contro ciascuno dei detti 
momenti alle estremità: dunque abbiamo per la resistenza 


domandata T = 



161. Confrontando questa col momento della resistenza 

2 k r 

relativa ( §. 153 ) — - / xydx si vede che fi quadrupla: dun- 
que un solido sostenuto nelle estremità può portare qua- 
druplo peso di quello, che porterebbe quando fosse fitto nel 
muro da una sola sua estremità) e questo peso, quando si 
tratta di travi, fi proporzionale alla larghezza, al quadrato 
dell'altezza, ed inversamente alla lunghezza. 

162. Case che II perno non sla nel mezzo. Si sup- 
ponga ora, che il peso T non sia nel mezzo, ma disli di z 
da una estremità : in (al caso questa estremità farà forza 
avuta dalla proporzione delle forze parallele 


f: T = e — x: e, cioè f — T 


(e— z) 


ed all’altra estremità avremo la forza f' = — Tolti i so- 

e 

stegni, queste saranno le forze all’insù, che tenteranno spez- 
zare il solido nella sezione, ove fi il peso, vincendo il mo- 
mento della resistenza 2kfyxdx: dunque in caso d’equili- 
brio avremo 
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1 = ih fy xdx ’ c T - -£z~ x) f < xdx • 

quindi tanto maggior peso può portare la trave, quanto più 
il punto di sospensione del peso si scosta dal mezzo , va- 
riando questo peso in ragione inversa del prodottole—*), 

1 

che si fa tanto minore qnanto più la * fi minore di - e. 


163. Se il solido non é posto orizzontalmente si risolverà 
il peso T in due forze, l'una normale al solido, l'altra se- 
condo la sua lunghezza , e si terrà solamente conto della 
prima nel valutare colla foratola antecedente la resistenza. 

164- Se al vuol tener conto anche aie! proprio 
peso V della trave si rifletterà, che ognuno degli appoggi 
ne sostiene la metà, c che quindi tolti gli appoggi si ap- 


1 

plichcranno due forze ciascuna -V, che tenderanno a spez 


zare la trave nel mezzo col momento ^ V. jc = j Vc.Ma 

2 2 4 


siccome contrasta a questo sforzo il peso della mezza travo 
il quale può intendersi applicato al punto medio t quindi 

1 


1 1 

si oppone il momento - V. -j c — — Yc 
2 4 8 


cosi il momento 


proveniente in una estremità dal peso V rimane 


111 

4 Vc -8 Vc== 8 Vc 

che unendosi al momento ^ Tc ci darà (§. 160) 

1 *-•*-*,,*. 


ossia 


V = -fxydx 
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105. Hcslstcuza del solidi alla compressione. Im- 
maginiamo un solido prismalico rollo verticalmente sul suolo, 
su cui .saldamente posi , c gravalo in cima d' un peso G. 
Qui se l'omogeneità c la rigidezza delle parti fosse perfetta, 
l’azione del peso, premendo le sezioni del solido l'una con- 
tro l'altra, aiuterebbe la tenacità, anziché farle contrasto. 
A spiegar dunque come avvenga di fatto , ebe le colonne 
sotto gravi pesi s’ infrangono , è forza ricorrere a quella 
flessibilità, della quale le libre do'solidi qual più qual meno 
partecipano , e richiamare a questo luogo la seconda ipo- 
tesi {§ 157). Allora ogni piccolo difetto d' omogeneità po- 
trà fare , che In colonna cedendo o dall' una parte o dal- 
I’ altra si curvi conduccndosi ad uno stato prossimo alla 
rottura 

1G6. Equazione della curva In cnl si piega II so- 
lido cedendo nlla compressione. Rappresenti la figura 

la curva CnmA , nella quale si 
pieghi il solido gravalo al di so- 
pra di un peso. Facciamo C/>= x', 
pm=y\ ed il raggio osculatore in 
m o Km sia R. Ripetendo qui 
la dimostrazione (§. 159) ritro- 
veremo , che il momento della 



resistenza sarà espressa da 


E 

R 


ove E è uguale alla quantità 


2A 

a 


- I x’ydx costante per tutta la curva. Dall’altra parte il 

[V 


momento del peso è G. 


in seguito vedremo essere l'equazione della curva , in cui 
si piega una lastra elastica ferma sul suolo in una estre- 
mità, c premuta verticalmente nell'altra. Integriamo l'equa- 
zione avuta, e poiché per E non si porrà il suo valore, si 
cambi la y' in y. Essendo la ds costante avremo 
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^ dsdx 

~ d 'y 

onde la nostra equazione diventerà Ed’y ■=— Gydjd.r. Sup- 
poniamo l'inflessione piccolissima, onde si possa fare dx—ds, 
allora ('equazione antecedente ci darà 


Gy 


Ed'y _ 


dx* 


= 0 


Sia f l'ordinata massima della curva CnmA. Si moltiplichi 
l'equazione antecedente per 2 dy, e s'integri, avremo 


Gy 1 


E dy’ 


dx 


r = c > 


ove C è la costante arbitraria. Se l’equazione si porli al 


d V _ 


o, 


punto ove è l’ordinata massima y — f si troverà 

pcrchò il coeflìcienlc differenziale ^'esprime la tangente 

d'inclinazione all’ asse delle x della tangente in un punto 
qualunque della curva, al quale asse nel nostro caso ò pa- 
rallela: da ciò avremo C = G f 1 , c quindi 

“v - « </•-»•> . 


dx = 


-vi 


dy 


k'(r-y’) 

Integrando, ed avvertendo, che x — 0 da y = 0 , trove- 


remo 


ovvero 


=[/l,rc .««.(=*), 
y =f sen.x j/^~ | 


G 

E 
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Se vi si pone x = CA = e deve (ornare y=0: dunque 


sen.c 


^ — 0 quiudi e y /~ ^ = ft 


essendo n mezza circonfereuza: dunque 
G = ^\ 


Da ciò si ricava , che per arrivare a piegare la co- 
lonna di un cedimento benché menomo, dovrà essere per 

lo meno il peso G = — j- : laonde la forinola potrà 
o c 

aversi per adequata espressione della resistenza delle co- 
lonne. 

167. Abbia la colonna In forma di un parallelepi- 
pedo. Sia I’ altezza AC = c, c la larghezza AB = a , c 
l'altra dimensione in dietro, o la profondità sia b. Avver- 
tasi alla differenza fra le due dimensioni a, b, delle quali 
la prima è posta nel piano in cui giace la curvatura della 
colonna , c I’ altra £ perpendicolare a quel piano. Ora la 
sezione trasversale di tal colonna essendo un rettangolo di 
lati a, b avremo 

r 1 

I x 2 yilx — - a*b , 

W 


f x 


e quindi 


2 


E = g a*bh . 


Err 3 


Sostituendo questo valore nella formola — j- , espressione ge- 
nerale della resistenza delle colonne, avremo 
2 a*bhn‘ 

3c> 

168. Se le sezioni delle colonne, che si paragonano fra 
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loro, fossero simili, siccome b sarebbe proporzionale ad n, 

„s 

così la resistenza sarebbe proporzionale ad . E così il 

peso cui può reggere una colonna cilindrica sarà in ragione 
composta del cubo del diametro, c dell’inversa del quadralo 
dell’altezza. 

CAP. IX. 

Equilibrio degli archi col solo contrailo delle parti. 

169. Conici formato l’arco, e sne denominazioni. 



Sia un arco come in figura composto di parti come DEQP, 
PQQ'P' l’una addossala all’altra senza forza di cemento c 
di attrito, e retta dai piediritti supposti invincibili G, G', 
si cercano lo condizioni , onde 1’ arco non faccia mossa , 
sorretto dal solo contrasto delle dette parti. 

170. Queste parli dell’arco hanno la figura di cunei senza 
angoli al di dentro dell’ arco, c perciò ritengono il nome 
di cunei : il piano supremo verticale DE si dice la chiave del- 
l'arco. Li piani dimostrati in profilo dalle rette PQ, P'Q', 
in cui i cunei si uniscono, e contrastano si dicono letti dei 
cunei ; ed i letti ultimi in cui i cunei poggiano su i piedi- 
ritti come RS si dicono pulvinari. 

171. Riduzione dell'area al più semplice. Nell’arco 
vi è tale uniformità di figura ed omogeneità di materia , 
che tutto è Io stesso nella profondità dell’arco, cioò in tutta 
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I' estensione in dietro alla supcrfìric veduta in figura : in 
guisa che le condizioni dell'equilibrio dell’intero arco sono 
le condizioni dell'equilibrio della detta superficie supposta 
pesante. La curva interna P'"DR si dice intradosso, e l’esterna 
Q’"ES si dice estradosso. 

172. Condizione dcll’eqnlllbrlo dell' «reo. In ogni 
cuneo s’ intenda riunito il peso nel suo ccutro di gravità 
come in C, C, egli é evidente, che la condizione dell'equi- 
librio é, che, decomposto ciascun peso in due forze dirette ai 
due letti contigui, siano ad essi normali: perché ognuna, clic 
riuscisse obliqua, si potrebbe decomporre in due l’una nor- 
male al letto, l'altra secondo questo, e questa seconda ten- 
derebbe a far strisciare il cuneo lungo il detto letto. 

173. ItniiprcMeninuzn geometrie», e valori delle 
forze nell'nrco. Diamo una rappresentanza geometrica al- 
l'antecedente condizione per poi tradurla in calcolo. Se ED 
è la retta verticale, che hisega l’arco, si prolunghi, e su di 
essa presa una parte 0\ di lunghezza uguale al raggio trigo- 
nometrico r, fatto centro in O, con questo raggio si descriva 
un arco di circolo XV. Quindi al punto X si conduca l'inde- 
finita XT'" normale al detto raggio, o tangeute al circolo 
in X. In ultimo dal centro O si conducano le secanti UT, 
OT'.OT"ec. rispettivamente parallele ai letti PQ,P'Q',P''Q"ec. 

171. Considerando il triangolo TOX, ed il cuneo QPDE 
si vede , che il suo peso e le componenti normali ai 
due letti PQ, ED sono rispettivamente normali ai lati TX, 
TO, OX: quindi il triangolo, ebe esprime quelle tre forze, 
ba i lati rispettivamente normali ai detti lati del triangolo 
OTX: dunque le tre forze sono proporzionali a questi lati: 
cioè il peso del cuneo é proporzionale a TX; la componente 
orizzontale normale a DE é proporzionale ad OX; e la com- 
ponente normale al letto PQ é proporzionale a TO. Simil- 
mente il peso del cuneo PQQ'P' e le sue componenti nor- 
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mali ai ledi contigui PQ, P'Q' sono rispettivamente pro- 
porzionali ai lati TT', TO, T'O, e cosi di seguito. 

175. Condizione dell'equilibrio dell'arco tradotta 

In calcolo. Per li due cunei PQ', P'Q" indicando con C', 
C" i loro pesi, e con P' le loro componenti normali al letto 
P'Q' avremo le due uguaglianze di rapporti 

C' _ TT' P' _ T'O 
i* 7 — t'o ’ e" rr' * 

Moltiplicando queste due equazioni sarà 
C' _ TT' 

si troverebbe similmente 

C" _ T'T" 

dunque il peso di uu cuneo qualunque per.es. C‘" è conte 
TT"', cioè come la differenza XT" — XT" delle tangenti degli 
angoli, die le direzioni dei due letti contigui P"Q'',P''Q"', 
ossia OT", OT"' fanno colla verticale OX. E questo vale 
anche pel cuneo PDEQ, il di cui peso è proporzionale a TX, 
in cui quella differenza di tangenti diventa la sola tangente 
della inclinazione d'un suo letto PQ alla verticale, perchè 
il letto ED fa angolo nullo con questa. 

176. Vittori delle prensioni. Le pressioni poi dei cu- 
nei sono romc le secanti degli angoli delle inclinazioni dei 
loro letti alla verticale. 

177. Freaaloni orizzontali nell'arco. Le pressioni 
orizzontali sono tutte uguali alla pressione alla chiave DE. 
Infatti si è veduto essere questa pressione come OX, o co- 
me il raggio r di trigonometria: dunque sarà uguale ad mr 
essendo m il rapporto costante. Ora la pressione contro un 
letto qualunque è come la secante del suo angolo colla verti- 
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cale. Si dica quest’angolo 9, la detta pressione sarà eguale ad 
mr 1 

ro.sccau.5, uguale ad — ^ .Si decomponga questa pressione in 

due l’una orizzontale, l’altra verticale; avremo cosi la pres- 
sione normale al letto , c la componente orizzontale, cioè 
normale alla verticale. Ora si sa, che quando duo rette siano 
rispettivamente normali a due altre convergenti, le due pri- 
me fanno lo stesso angolo delle due altre: dunque la pres- 
sione contro il letto, e la sua componente orizzontale fanno 
un angolo uguale a quello fatto dal letto colla verticale , 
ossia fanno 1' angolo 5 : ma la pressione contro il letto è 

mr 1 . cos.S . 

— : moltiplicata dunque questa pressione per il ri- 

sultamelo mr ci dà, che la pressione orizzontale è appunto 
la pressione contro ED. 

178. Peno di non porzione qualunque dell'arco 
cominciando dalla chiave. Abbiamo (§. 175) C=m.TX, 
C'=m. TT’,C"=m. T'T", C'"=m.T"T'" ec. ove m è il rapporto 
costante. Sommando queste equazioni abbiamo 

C -i- C'— C"-4- C’" cc. = m (TT'-h- TT-+- T'T" ec.) . 


Ora il primo membro è il peso totale dell’arco cominciando 
dalla chiave lino ad un letto qualunque, c la quantità fra 
parentesi del secondo membro è XI"'; dunque dicendo II 
quel peso, c 0 l’angolo T"'OX, di cui XT"'ù tangente, ossia 
l’angolo del letto che termina l’arco, di cui si vuole il peso, 
avremo n=m.tang.0. 

179. Da questa equazione si vede che niuu letto, come 
ex. gr. i pulvinari , non può essere orizzontale , perché 
lang.90° è assurda. 

180. 11 coeflìcieute costante m è In pressione costante oriz- 
zontale, per la quale si può prendere la pressione assoluta 
alla chiave. Infatti mr era ( §. 177) la pressione orizzon- 
tale, che è uguale ad m se si. suppone uno il raggio trigo- 
nometrico. 
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181. Dopo ciò la pressione contro il letto di un cuneo 
qualunque sarà uguale alla spinta alla chiave, o alla pres- 
sione orizzontale moltiplicata per la secante , o divisa pel 
coseno dell'angolo fatto dal letto del cuneo colla verticale. 
Infatti si è veduto (§. 177), che la detta spinta è uguale ad 

m.sccan.0 = > ove m è la spinta orizzontale (§. 180). 

182. La formola fi =m.tang.0 si ricava facilmente suppo- 
nendo KH la direzione del peso II di una porzione qualun- 
que dell’arco dalla chiave fino ad un letto. Infatti condu- 
ccndo da un punto K della detta direzione le due normali 
KC , KA alla chiave ed al letto indicato, saranno queste 
le direzioni delle pressioni componenti contro la chiave, ed 
il letto: ora la componente pressione m contro la chiave è 
uguale a 

nscn.HKA __ nscn.HKA 
scn.(90*-t-HKA) — cos.HKA ’ 
ma HKA è il complemento dell’ angolo 0 , che fa il letto 
colla verticale; dunque 

„ cos.0 . ' 

m = Il t , ossia n = m.tnng.0 . 

sen.0 

183. Appllcnzlone delle teorie nnteccdcnll. Per fare 
un'applicazione delle esposte teo- 
rie supponiamo , che essendo in 
un arco l'intradosso circolare coi 
profili dei letti secondo il raggio 
del circolo , si voglia determi- 
nare l'estradosso. Sia l’intradosso 
DPR circolaro , e ai due punti 

P, P’ infinitamente prossimi siano condotti i raggi OP, OP'; 
se questi si prolunghino nell’ estradosso EQQ' daranno il 
cuneo PP'Q'Q. Si dica S l’angolo DOP, sarà POP'=</9. Sia 
OP = r, OQ = r', ed OE = k. 
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L’arca POP' del settore sarà uguale ad -’r’dJ: anche OQQ' si 

2à 

può considerare come un settore di raggio r', quindi la sua 
arca sarà - r’M$j dunque il cuneo infinitesimo PQQ'P’ sarà 
uguale ad 


}y-r’)s. 


Parimenti il cuneo infinitesimo DEE'D' sarà uguale ad 



Ora il teorema (§. 175) ci dà 

! r AdO 

2 \ / tang.(£-*-d$)— lang.(G) 

*(*■- r')d9~ 

d.tang.# 1 


<W 


dunque 


cos.*5 


1 


r 1 cos.’S ’ 

dalla quale abbiamo 

r‘*= r 3 -*- (k 1 — r’) scc.’$. 


Si può facilmente costruire questa formula, c quindi tro- 
vare per punti l’estradosso. Sia fissato il punto E, c quindi 
la retta EO, essendo O il' centro dell'Intradosso. Si conduca 
il raggio orizzontale OR, c da K si conduca ad unirsi nel- 
l'altra estremo ad OE la retta RF = OE. Da F si conduca 
l’orizzontale FG, c da 0 si meni una retta indefinita OQ, 
che si segherà in S colla detta orizzontale. Da S si con- 
duca ST normale ad OR. Si congiunga E con T : quindi 
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sulla indefinita OQ, si prenda OQ=VE, il punto Q sarà 
punto dell’estradosso. Infatti 

OF 1 = FR 2 — OR’ = * 2 — r 2 . 


Ora nel triangolo rettangolo FSO abbiamo 
FS 2 =F0 2 lang 2 C 

dunque 

FS 2 =(* 2 -r>ng’6 

Inoltre 

ET 2 = EO 2 •+■ OT 2 = * 2 -*-(A 2 - r 2 )tang. 2 0: 
ma 

ET 2 = OQ 2 : 

AWS 


dunque 

OQ 2 = A 2 —(A 2 - r 3 )lang. 2 S = A 2 . 
A* 


cos 2 0 cos’0 


cos 2 6 

r 2 =r 2 -*-(* 2 - r 2 )sec 2 0 , 


r 3 scn 2 0 

cos 2 0 


che è uguale ad r' 3 come si è trovato di sopra. 

184. Altra applicazione. Sia ancora da trovarsi la con- 
dizione d’equilibrio quando l’intradosso, ed estradosso siano 
due rette, e l’arco sia una così detta piattabanda. La super- 
fìcie o peso di PQQ'P' = IDE(PP' -t- QQ'). Ma dai trian- 
goli simili OQQ' OPP' abbiamo 
OQ 

QQ' = PP' — : dunque avremo peso 
PQQ'P'=ÌDE(PP'--PP'. 

questo deve essere uguale ad 
m(lang.DOP' — tang.DOP) 



{§. 175.), ove m è la pressione orizzontale costante. Ma 

12 
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Di»' DI» 

tang.DOP'*= —, , tang.DOP = — 


dunque avremo 

, IDE.PP' (l-^)=m( 


OQ\ /DP' — Dl‘\ PP' 

) — m ' DO 


ossia 


OP/ "\ DO 
OQi m 


1DEI1 


0 


OP/ DO 


dunque 


OQ _ OE 
OP — DÒ 


ide(i-.®^“\ = 1 de (*+- —)= — 
\ DO / 2 \ DO/ DO 


in questa equazione m , DE , sono quantità costanti: dun- 
que deve essere costante anche DO, perciò la condizione 
dell' equilibrio della piattabanda è, che le direzioni dei letti con 
corrano nella stesso punto O sul prolungamento della chiave. 

185. La seconda condizione dcll'cqnlllbrlo degli 
archi è, che la risultante della spinta alla chiave , e del 
peso di una porzione qualunque di arco cominciando da 
questa cada dentro il limite del letto del detto arco; per- 
chè se cadesse fuori farebbe strisciare l’arco lungo il letto 
verso l’interno, o l’esterno dell’arco verso cui tendesse la 
detta risultante- 

186. Per vedere gcomclricnmenle espressa que- 
sta condizione (fìg. pag. 189) dagli estremi E, D della 
chiave si conducan due rette orizzontali Ec , Dd , c dagli 
estremi P, Q del letto PQ s’intendano ad esso condotte le 
due normali Pn, Qc, è videnle che queste quattro normali 
formeranno colle loro intersezioni un parallelogrammo i/enmj 
ora dentro questo dovrà passare la direzione del peso della 
porzione dell'arco DEQP:pcrcbèqualunquc normale condotta 
alla chiave concorrendo colla della direzione del peso in un 
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punto dentro il dello parallelogrammo, in questa concorrerà 
la spinta alla chiare, e qualora della spinta alla chiare e 
del peso dell'arco si trovi la risultante , e questa sia nor- 
male al letto cadrà dentro i suoi limiti , perchè è tra le 
normali alle sue estremità. 


187. Applicazione alla piallnhanda. Questa condi- 
zione ha una applicazione alla pialtabanda. Se in questa si 
tratta di tutta la mezza volta piana si vede, clic la verti- 
cale del peso riunito nel centro di gravità deve passare pel 
triangolo RKS, che si ha elevando sull’estremo lt del pul- 
vinare RS la normale RK, perchè l'altra normale all'estremo 
S sfugge dall’intcrsecarsi colle normali ES, DR condotte al- 
l'estremità della chiave. Ora è evidente, che i letti P'Q',PQ 
facendo coll’orizzontale DR angoli sempre maggiori, le nor- 
mali elevate agli estremi P', P .dei detti letti s'inclineranno 
di più in più alla detta orizzontale DR, onde se RK ha tale 
inclinazione da ricevere a dritta di essa il centro di gra- 
vità della mezza pialtabanda, a più forte ragione i centri 
di gravità delle parti P'Q'ED, PQED della pialtabanda, sa- 
ranno a dritta delle normali elevate dalle estremità inferiori 
dei letti P'Q', PQ. Se dunque stabiliremo, che la distanza 
del centro di gravità della mezza pialtabanda dalla chiave 
è maggiore di EK , questa sarà la condizione equivalente 
alla seconda (§. 186.) da noi stabilita : dicendo dunque X 
la distanza del centro di gravità della mezza pialtabanda 
da DE, si deve dare iu valore l’inuguaglianza X > EK. Tro- 
viamo X. Si divida il trapezio DESR nel rettangolo DO , 
e nel triangolo ROS: si dica e la chiave ED, sia RD = a, 
e sia lo sporto OS del pulvinare uguale ad x. La distanza 

dei centro di gravità del rettangolo da DE è * . La di- 

2 


stanza del centro di gravità del triangolo da HO è -. Pren- 
dendo DE per asse dei momenti, avremor, che il momento 
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dell'area o peso del trapezio DESR rispetto DE cioè 
X(2 o-hx) J 

deve essere uguale al momento dal rettangolo DEO'K, cioè 

a 

ac. - più il momento del triangolo cioè 

là 


dunque 


xct x\ 

2Y , ' + "3/ 

•vio \ c a ' e c / 

X(2o x) — i- -( aj — ) , 


ossia 


x 


X(2o x) = o l 

Sa’ 2ax x 1 2a* -+- ax ax x* 

' * "3 


2 


2 


ed 


= - (2a x) ^ (3ax 2x’) 


v a 1 3ax -+- 2x* 
X ’ 2a-i- x 


Nel triangolo KRS rettangolo in R abbiamo 
dunque 


KO="£ = i’ 
OS x 


c or — c 

EK = EO — KO == a — - =— : 

x x 

dunque l’inuguaglianza domandata sarà 

a 1 3ax-*-2x* _ ox — c 1 
2 6 ’ 2a -t- x x 

Riduccndo allo stesso denominatore, c togliendo le quan- 
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(ita coroani ad ambedue i membri avremo 
x* — 3a 3 x -+- 6oc’ 3c 3 x > 0 

ossia 

(1) x*-v- 3e\r h- 6ac*<3a J x . 

Si riduca questa ad equazione cambiando il ]> in = , ed in 
questa avremo tre quantità cioèx, a, e, delle quali date due 
si potrà trovare la terza. 

Si supponga una piattabanda costruita sopra un triangolo 
equilatero, cosicché il pulvinare declini dalla verticale con 
angolo di 30°, e si domandi a quanto potrà estendersi la 
sua mezza tratta DR. Dicasi la chiave <s=l, ed essendo l'an- 
golo ORS — 30°, se coi raggio OR = 1 e col centro R si 
descriva un arco di circolo sarà 

1 

OS— x = tari g. 30° = — - • 

V « 

Nell’equazione 

(2) x* -+- 3e*x -+- 6<jc ! = 3 o 3 x 
si ponga 



vi rimarrà l’incognita a, per la quale si risolverà un'equa- 
zione di secondo grado. 

188. Nel trovare la a in questa equazione si deve osser- 
vare l’ ineguaglianza (1) (§. 187.). Confrontando l’ inegua- 
glianza (1) coll’ equazione (2) si vede , che il valore di a 
ricavalo da questa deve prendersi alquanto minore. Ora 
questa equazione ci da a =3.75... ; dunque potrà essere 
a — 3.75, e 2a = 7.5: dunque la tratta doppia di DR po- 
trà essere al più sette volte e mezzo la chiave. 

189. Confronto frn l'equilibrio dell’orco e quello 
del poligone funicolare rigido. Prima di passare a 
considerare in generale 1* equilibrio degli archi facciamo 
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qualche interessante riflessione. La prima é che ['equilibrio 
ileir arco si riduce all’ equilibrio di una travatura come 
l’abbiamo considerala nel (Cap. VII), e perciò si riduce al 
poligono funicolare (Cap. V). 



Infatti considerando in c, c', c", ec. i centri di gravità dei di- 
versi cunei, da csi conducano due normali ca , eh alla chiave 
DE, ed al letto I’Q. Da b si prolunghi la normale c'b finché in- 
contri la verticale condotta per c', o la direzione del peso del 
cuneo P’Q, che passa pel centro c' di gravità. Dalla detta 
intersezione si cali una normale sul letto P'Q'j si prolunghi 
questa al di là sino all’ incontro colla direzione del peso 
che passa per c" , c cosi fino al pulvinare. Con questo 
avremo un poligono acce"..., fino al pulvinare, ed ai 
vertici c , c' , e" cc. degli angoli del poligono applicali i 
pesi dei diversi cunei. Se si voglia la condizione dell'equi- 
librio di questo poligono bisogna ricorrere al (§. 146). In 
questo si ò dimostrato, che il peso al vertice di un angolo 
qualunque del poligono diviso per la differenza delle co- 
tangenti degli angoli cho i lati a destra, e a sinistra fanno 
col detto peso ò una quantità costante. Si dica dunque c' il 
peso del cuneo P’Q, dovrà essere costante questo peso c diviso 
per la diflercuza delle cotangenti degli angoli fatti da c'b, c'b'. 
colla verticale. Questa verticale si supponga condotta per c, 
e si vedrà chiaro, che i detti angoli sono complementi di quelli 
che fanno colla verticale i letti P’Q’, PQ: dunque potremo 
dire, che il peso c' è proporzionale alla differenza delle tan- 
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genti degli angoli che fanno colla verticale i delti letti P'Q', 
PQ. Ed appunto abbiamo veduto (§ 175), che il peso del 
cuneo PQQ'P' era proporzionale a TT' differenza delle tan- 
genti XT, XT’ degli angoli TOX, T'OX, che i letti PQ, I*'Q' 
fanno colla verticale OX. 

190. Si è veduto, che 1' azione orizzontale sai lotti dei 
cunei é costante (§. 177), ed è uguale all'azione contro la 
chiave ; che il peso di una porzione di arco cominciando 
dalla chiave é proporzionale alla tangente dell’angolo che 
fa colla verticale il letto, su cui imposta l'arco, e che pre- 
cisamente è uguale alla detta tangente moltiplicata per la 
spinta orizzontale alla chiave, ciò combina coi (§. 120,122). 

191. Forinola generale dell 'equilibrio degli urtili. 
Si supponga l'arco come in figura, (pag. 182) e si fissi un cu- 
neo infinitesimo P'P"Q"Q’. Si prenda la retta DO prolunga- 
mento della chiave per asse della ascisssc, c sia pel punto P', 
DM = x, MP'= y, l'arco DPP'= s. Sarà 

P'P"= ds, P'r = «ir, rP"= d,j. 

Si dica 0 l’angolo d'inclinazione Q'PV del letto P'Q' alla 
verticale, c z il dello letto, o la grossezza del cuneo. Cal- 
coliamo il peso o 1’ area del cuneo P'P"Q"Q’ ; p er c i^ s j 
conduca P "q parallela a P'Q' : la figura P"P'Q'y si può 
considerare come un parallelogrammo. L’arca di questa fi- 
gura 6 il prodotto di due lati contigui nel seno dell’angolo 
fatto da essi: dunque l’area 

P'P " ? Q'= P'P".P'Q' sen.Q'P'P"= zds scn.QP'P". 

Si ha 

P'P"= ds, P'Q'= z , 

scn.Q'P P" = sen.(Q'PV->- P"PV) = scn.(5 -e- P"PV) 

= scn.5 cos.P"P'r -t- cos.O scn.P'"PV 


dx rfy 

= — sen.9 _v -rcos.v : 
ds ds 
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dunque l'arca 

P’P*yQ'= x (dx scn.5 -t- dy cos.5). 

L’arca V 'Q"y si può considerare come quella di un settore 
circolare di raggio P "q — z, e di angolo Q"P "q — dO, arco 

1 

di raggio uno : dunque questo settore uguaglia jr x*dQ : 

z 

quindi l'arca, o peso del cuneo P , 'P'Q , Q" è rappresentato da 

1 

x’dO x (dx sen.6 dy cos.5) : 

z 

questo è uguale ad una costante moltiplicata per il diffe- 
renziale della tangente di 9 (§. 178.) dunque 


(«) 


ix , d9-*-x(dxsca.9~t-dycos.9)=Ad.lang.0= 


A d9 
cos’.fl * 


192. Analisi dell’eqnazloue. Si vede che in questa 
equazione abbiamo l’intradosso nelle coordinate x, y; ab- 
biamo ancora l’estradosso, perché abbiamo la grossezza z dei 
cunei e le loro direzioni per mezzo delle loro inclinazioni 0 
alla verticale, e con questo abbiamo eziandio le dimensioni, 
e le configurazioni dei cunei, abbiamo dunque lutti gli cle- 
menti degli archi in equilibrio. 

193. Ta(ll del canti normali all'Intradosso. Na- 
tura di qnesto. Supponiamo i tagli dei cunei normali all’in- 
ntradosso, che è il caso il più frequente in pratica. In que- 
sto l’angolo QW é complemento di P"P'r, essendo l’angolo 

dx 

Q'P'P" retto: dunque 9 — P'P'V, e quindi tang.3 = — . 

Ora abbiamo, che essendo II il peso dell’arco P'Q'liD, sia 
ha n = Atang.0 (§. 178), dunque 

H = — 7 -— , e n dy = A dx 
dy 
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equazione (§. 128.) differenziale della catenaria, dunque l'in- 
tradosso è questa curva. 

194. Se si prolungano nell'interno dell’intradosso i due letti 
Q'P', Q' r P" normali agli estremi dell’archetto P'P" = di, nel- 
I* incontro daranno il raggio R osculatore all’ intradosso 
in P'; ora P angolo Q"P "q è d9 : ma essendo P "q pa- 
rallela a P'Q', il dello angolo d$ sarà l’angolo che il Q”P" 
o il raggio R in P" fa col raggio R in P': dunque Rd9, è l’ar- 
co di circolo di raggio R compreso fra i due delti raggi 
del circolo osculatore: ma questo arco essendo l’arco di cir- 
colo osculatore, che combacia con di: sarà 

R dO = di, o R = ^ , 


ove il 9 è l’angolo che il raggio osculatore fa colla verti- 
cale, o Coll’asse delle x. 

195. Ba{(la oscillatore dato incoordinate. Togliamo 
di qui occasione di dare il raggio osculatore in coordinate, 
che ci servirà molto in appresso. Abbiamo 


dunque 


ma 


dunque 


ma 


dx 

tang.6 = — 


dO i dx 

cos. 2 0 dy 


„ dy 
cos.9= — 
di 


da <ly 


R = i‘ 

dO 


dunque 


R = 


ds J 


186 - 

( dx 2 


'¥) •* 


dy‘d. t 

y dy 






_ V f|y 

d -r 

dy 

ove prima della differenziazione si sceglierà la variabile 
principale. 

196. Equazione generale modificata pel cnao dei 
tagli normali. Ritornando all’ equazione (a)(§. 191): es- 
sendo (§. 193 ) 6 — P’P "r avremo 

. „ dx’ , , dy 1 

<irscn.&= , e rfycos.G== -f- . 

ds ds 

Dunque in quella equazione avremo 

/ ds^-t-dti* \ 

z(Jjcscn.0-t-dycos.£/)=s | — — j =zds : 


onde la detta equazione diventerà 


i z'dOi-sd^ 


\d9 


c dividendo per dO e ponendo R invece di ^ (§. 196.) sarà 


(*) 


-2Rs= 


7 cos.’G ’ 
ccc 
2A 


cos.’G 


197. L’equazione (6) avuta per l'equilibrio degli archi 
quando i tagli dei cunei sono normali all'intradosso si può 
aver subito, c con facilità. Infatti si consideri il cuneo infi- 
nitesimo PP’Q’Q {fig. p. 175). Se i due tagli PQ, P'Q' si 
prolunghino fino all’incontro in 0, nel nostro caso daranno il 
raggio osculatore PO, o R dell’intradosso in P. Ritenendo, 
che 9 esprima l’angolo POP] che il taglio PQ=z fa colla ver- 
ticale, sarà RdG l’arco l’P', c quindi IR J dO sarà l’area del 
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settore POP'. Se col raggio OQ = R * si descriva l’ar- 
chetto infinitesimo Qq, l’arca del settore OQ^ sarà 

1(R s) x d0 : 

poiché l'elemento QqQ' ha ambedue le sue dimensioni in- 
finitesime é trascurabile rispetto il settore OQj, perché é 
un infinitesimo di secondo ordine rispetto uno di prim'or- 
dinc; onde si può dire, che il valore i(R -e- z)*d9 di QOy 
lo ò di QOQ': dunque l'area, o il peso del cuneo infinite- 
simo PP'Q'Q sarà 

i(R z)'dO- | R\i9 : 


questo deve essere uguale (§. 193.) ad 

A d9 


Ad.lang.9 — 


dunque 


(1) a’-*- 2R; = 


cos.’S 
2 A 


cos. 3 5 ‘ 


Se si risolva l’equazione (1) avremo 


. ‘2 A \ 

(2) z = -R + i ' ■ B’- .), 

' cos. 5' 


dalla quale potremo ricavare le grossezze z dei cunei quando 
si conosca la curva interna. Si deve però trovare primie- 
ramente la A. Ma ciò è facile, perché si porterà l’equazione 
alla chiave , questa suol essere cognita , quindi si avrà la 
zì sarà cognito iu questo punto il raggio osculatore dell'in- 
tradosso, in ultimo la 9 sarà 0, dunque si conoscerà A. 

198. La forinola poi per conoscere le inclinazioni dei letti 
dei cunei alla verticale sarà 


tang.9 = 


dx 
d 'J ’ 


ove il secondo membro 
dosso. 


cognito essendo cognito l’ intra- 
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199. Applicazione. Sia per esempio l'intradosso circo- 
lare e sia m la grossezza della chiave: facendo in (2) x—m 
dovrà essere cos.0 = 1 onde 


ed 


m = — H -+- (/■ (B’-t- 2 A) 
(m -+- R) *= R*-*- 2A , " 


quindi 2A— m , -f-2Rm: dunque per la scala delle grossezze 
dei cunei nell’arco d’intradosso circolare avremo l’equazione 


u 


— R — 



2Bm- 


s.’S / 


Se si volesse la grossezza del cuneo dopo un arco di 45* 
dalla chiave sarebbe 


onde 


cos.’S = cos.’ 45° 


1 

2 


z = — R -+- (R*-+- 4Rm 2m J ) . 


Se R supera notabilmente la grossezza m della chiave poco 
monta che sotto il vincolo si aggiunga un 2m*, in questo 
caso avremo 


z = — R -+- 1/ (R 1 — 4Rm 4»* 1 ) = 2m , 


quindi nel detto luogo la grossezza del cuneo é poco meno 
che il doppio della chiave- 

200. Coso In cnl da me al vcrlflca la secondo con- 
dizione dell'equilibrio degli arcbl. Una riflessione in- 
teressante, è che se si tratta di un arco, in cui i (agli dei 
cunei siano normali all’intradosso, è già da se veriGcaia la 
seconda condizione per l’equilibrio degli archi] che ciocia 
verticale del peso di una porzione qualunque dell’arco co- 
minciando dalla chiave riconcentrato nel suo centro di gra- 
vità tagli il parallelogrammo fatto dalle intersezioni delle 
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normali condotte agli estremi della chiave, ed agli estremi 
del letto, su coi imposta l’arco (§. 186) 

201. Infatti quando i tagli dei cunei sono normali alla 
curva interna questa è una cate- 
naria ( §. 193 ). Ora se il peso di 
ciaschedun cuneo fosse tutto rac- 
colto nel corrispondente lalercolo 
PP', la verticale condotta pel cen- 
tro di gravità dell’arco DEPQ pas- 
serebbe pel punto m (§. 117) intersezione delle tangenti 
estreme Dm, Pm. Ora per Q si conduca la curva QC per- 
pendicolare ai tagli prolungati dei cunei, c questa incontri 
in C il taglio verticale DE, sarà essa pure una catenaria, 
e se il peso d’ogni cuneo fosse raccolto nel corrispondente 
latcrcolo di questa curva QC , la verticale condotta pel 
centro di gravità dell’arco QC passerebbe pel punto q in- 
tersezione delle tangenti estreme Cq , Qq. Ora essendo in 
realtà il peso dell’ arco distribuito fra le due curve PD, 
QC, la verticale del suo centro di gravità passerà fra q, m. 
E qui facilmente si scorge, ebe essendo DC = PQ, il pa- 
rallelogrammo qm sarà un rombo avente gli angoli ottusi 
in m, c q % , e però essendo quella verticale fra i punti q, m 
non potrà non attraversare il parallelogrammo em. 
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CAP. X. 


Equilibrio delle cupole 


202. Rappresenti la figura qui innanzi l’unghia solida di 


soltanto dalla sua ugnale ed opposta, fosse in equilibrio, si 
richiederebbe, che rappresentato con 00 la spinta alla chia- 
ve, c con GV il peso della porzione Am dcll’unghin, la ri- 
sultante GS di queste due forze si elidesse sul letto ixm, 
ossia dovrebbe essere normale a questo, c cadere in uno dei 
suoi punti. Ma ricercandosi l’equilibrio non già dell'unghia 
solitaria, ma bensì dell’Intera cupola, potrà quella risultante 
declinare dalla direzione normale piegando verso l’asse, o 
verso l’ interno della cupola , mai verso la parte opposta. 
Poiché se quella risultante declina piegando verso l’asse , 
I’ unghia MA ape' tenderà a sdrucciolare in giù da m verso 
M; ma essendo la stessa tendenza in tutte le altre unghie, 
che le stanno attorno per tutto il giro della cupola , ed 
esercitandosi questa tendenza da tutte nello stesso tempo, 
c con cgual forza , ben si vede , che tali sforzi s'impedi- 
scono, c si elidono 1’ un f altro, ne ponno aver 1’ effetto, 
per cui la curva si dissolva. Per lo contrario, se la risul- 
tante piega all’infuori, l’unghia tenderà a strisciare da M 
verso m schizzando fuori della cupola, al quale sforzo nulla 
si oppone. Ricaviamo da ciò la 



una cupola simmetrica nata dalla 
rotazione dalla superficie AaeE 
intorno all'asse aB, e sia E' la 
porzione corrispondente del pul-, 
vinarc immobile, sul quale s’ap- 
poggia la cupola. Chi volesse , 
che l’unghia isolata, c sostenuta 
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203. Condizione fondamentale deli’ equilibrio 
delle cupole. Nel caso, ebe la risultante GS sia normale 
al letto H>n, condottala MR verticale, e la orizzontale Rm, 
avondo il triangolo GVS i lati rispettivamente uormali ai 
lati del triangolo MRm, si avrà l’uguaglianza 

GV mR 

GÌ) — MR ’ 

Ma se GS inclini verso la verticale GV si farà SV, o GO 
minore; c perciò la delta condizione diverrà 

GV mR 

GtJ > MR ' 

Si dica II il peso della parte Xam[i dell’unghia, A la spinta 
alla chiavo, e 0 l’inclinazione di mM alla verticale, l’inu- 
guagiianza antecedente diverrà 

. II scn.6 . _ . 

t > r ossia II > A tang.fl . 

A cos.0 

Qui poiché la quantità II , e tang 0 partono entrambi dallo 
zero, e crescono continuamente verso il pulvinare, é forza 
che la prima cresca in ragione maggiore della seconda: onde 
la detta inuguaglianza avrà luogo anche per li dilTcrcnziali 
lri _ ArfS 

e perciò ai! > — — . 

cos. 9 

204. Qui ancora, come negli archi, la cupola non può 
basare sopra pulvinare orizzontale, perché l'iuuguaglianza 
n>Alang.0 diventa assurda. 

205. SI calcolali peso del cuneo elementare della 
cupola. Sia z la grossezza della cupola nel punto M, cui 
corrisponde I’ ascissa x: quello che si deve calcolare é il 
cuneo Mi/' rappresentalo nel caso nostro da tifi. Si avrà que- 
sto solido moltiplicando l'area del quadrilatero M» per la 
linea descritta dal suo centro di gravità G quando il detto 
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quadrilatero percorre l'arco di circolo Nv. Questo centro 
di gravità si trova sulla retta K1I che biseca i lati oppo- 
sti MN, *nn: ma essendo MN=ds, «m = ds -t- xd9 (§. 193). 
Questo quadrilatero si può considerare come un trapezio di 
iati paralleli MN , mn quindi applicando la forinola (din. §.47), 
ed essendo KH = z avremo 



3 ds -t- 2 zd9 
2ds-<- zdO 


Inoltre avremo Go = HGscn.5, ed il raggio dell'arco, che 
descrive il centro di gravità quando il quadrilatero Mn si 
muove secondo Nv sarà 


y -t- Go = y HGsenS. 

Supponendo uno l'arco di raggio uno dello stesso numero 
di gradi di Nn, il detto raggio esprimerà il viaggio del cen- 
tro di gravità G nel muoversi di Mn, che sarà 


1 3 ds 2zd0 . 

■ ,r z. — -, seny 

3 2 di -t- zd9 


se questo si moltiplica per l’area Nm generatrice del cu- 
neo [in, che abbiamo calcolato nel (§. 293) sarà il detto cu- 
neo 

dn=[l*’d5-*-2(<irscn.3-+-tfycos.5)]^y -+- ^ ssen.3 ^ 

. . . AdQ 

che in ogni punto non potrà mai essere minore di 

205. Casa del letti normali alla «operitele In- 
terna. Questo caso c cosi frequente in pratica, che può 
aversi per universale. In questo caso (§. 198.) 

, dx , <tu . tix 

se nv <= —, cosv — — , lane. 5 = — 
di ds dy 
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iis t 

cd il raggio osculatore (§. 194) R= , e l'equazione (1) 

(17 

diventa 


■ • t t . . 

Se la grossezza z sarà da per tutto assai piccola iu con- 
fronto di II trascureremo J; 1 in confronto di Rz , c2r, z 
rispetto 3R, 2R, dunque avremo 

dii =zz R(zy iz 3 sen5)d5 , 


ossia ponendo — invece di dO, sarà (2) 
R 


dfl = zyds -t- Iz’rf». sen.fl 
ma ds.scn.O = dx: dunque avremo finalmente 
(2) dii — zyds lz 1 dx 

. * # . »*•:•* i r • ' 

La cupola suol spiccarsi dal culmine con poca curvatura, 
quindi dx è molto piccolo in confronto di ds, perciò nella 
(2) si potrà trascurare il secondo termine Iz'dx in para- 
gone di zyds. Quando 1’ ascissa x sarà alquanto cresciuta 
la y cominccrà ad essere molto grande in confronto di z: an- 
che in questo caso si potrà negligere il termine già detto; 
dunque potrà ritenersi, che l’equilibrio della cupola sarà 
espresso dalla inuguaglianza (§. 203) 
f:yds> Atang.9, 

ossia da (§. 205) 

fzyds > A p 

d y 

Prendendo i logaritmi neperiani e poi differenziando avremo 


( 3 ) 


> ‘jl d dx 

f zyds dx dy 


Questa inuguaglianza serve a due specie di problemi. Il 
primo è : data la curva generatrice della superficie interna 


13 
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della cupola trovar la scala delle grossezze x dii cunei, onde 
ti abbia l'equilibrio. L'altro problema 6: datala detta scala, 
e la curva generatrice interna, vedere te posta aver luogo l'e- 
quilibrio. A questo si soddisfa osservando, se in questo caso 
sussista la (3). 

206. SI ricava I’ equazione per la prima specie 

dii problemi. L’inuguaglianza (3) può rappresentarsi col- 
l'equazione 

yzdt dy dx 

f yxdl ^ dx dy 

dove p è positivo, o maggiore dell'unità. Questa equazione 
integrata ci da 

Lfyidt = pL ^ pLA , 

ove pLA è la costante arbitraria. Passando in questa dai 
logaritmi ai numeri avremo 

tir/- 

Differenziando ed isolando la x avremo 
A p MJ’-' dx 

w J r s - 

207. Applienzlone. Sia una cupola sferica di raggio r. 
L’equazione del circolo generatore sarà y’= 2rx — x*. Si 
troverà facilmente 

('lrx—x') 
r—x 


dx 

ydt = rdx ; — = - 

dy r—x 


i — 


Sostituendo questi valori in (g) troveremo 
pAr(’2rx — x’)^' 1 
’Jr—xf* 1 ' 

In questa espressione il p può essere qualunque numero 
positivo maggiore dell'unità (§. 206). Se in sia la grossezza 
della chiave, ncllequazionc antecedente fatto x = 0 deve 


Digitized by Google 


J 




Affinché da questa equazione non risulti m = 0 deve spa- 
rire (Op- 1 ossia (2rx — x , )' p ~' s dunque deve essere 
ip — 1 = 0, o p = 2 : 

A 

dopo ciò abbiamo m = 2 e quindi A = itnr’: dunque 


per la scala dellcjgrossczzc avremo la formola » = 



208. Onta In curva generatrice della capala, e data 
In «cala delle grossezze si trova la condizione al- 
gebraica per l'equilibrio. In questo caso essendo data 
la s, e la y in funzioni di x deve verificarsi la condiziono 
(§. 205) 

yzds ^ <h d df 

jyzds <L i dy 

Sia qui ancora una cupola sferica; si vuol sapere se potrà 

sostenersi dandole una grossezza costante m. Essendo x co- 
stante Pinuguaglianza 'superiore diventerà 
yds dy ^ dx 
fyds dx' dy' 

Nel caso della cupola sferica 

dy r — x 

yds = rdx, ~ = j/ (2rx — x 1 ) ' 


Fatte le sostituzioni troveremo 

dx r'dx 

x (r— x)(2rx— x’) ’ 

ossia (a) (r — x) (2r — x) > r*. 

Se si tolga il segno d’inuguaglianza, e si risolva l'equazione 
proveniente 
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x 2 — 3 rx = —r 1 , avremo x 


r 


3=bj/5 

2 


Se si sostituiscano questi due valori in (a) si vedrà, che il 
3 ./■[) 

solo valore x = r. — a 1 (ove a ù una qualunque 

piccolissima quantità) soddisfa alla (a) , e che per conse- 
guenza deve essere 

3 ./ 5 

a: < r. — , ossia x = 0 382r , 

z 

che è la saetta dell’ arco generatore , ebe può equilibrare 
la cupola. 11 coseno di quest’arco sarà 

* = r ~ 0.382r = 0.6i8r , 
e l’arco si troverà di 51°, 49', 50''. 


CAP. XI. 


Dell'equilibrio delle volle avendo ri</uardo all’attrito. 

209. Gli archi, e le cupole formate secondo le regole pre- 
scritte nei capi precedenti traggono là loro stabilità dal con- 
trasto, che si fanno fra loro i cunei, che le compongono, 
mentre tendendo lutti a discendere pel proprio peso s’ im- 
pediscono , c si sorreggono a vicenda. Quindi 'reggerebbe 
immola la fabbrica quando anche i cunei non fossero da al- 
cun cemento legati , c quando anche le loro facce fossero 
levigate c spianate, che potessero sdrucciolare liberamente 
senza sentire il minimo ostacolo dell’attrito. 

210. Che se convinceremo a considerare le resistenze, ebe 
la natura o l’arte può opporre allo scorrimento dc’cunci , 
troveremo potersi dare agli archi ed alle cupole figure di- 
verse da quelle che furono prescritte , c tultavolla assai 
ferme c stabili , perché la mancanza dell’ equilibrio fra i 
pesi dei cunei sarà ristorala dal contrasto delle resistenze. 
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Per ora piglieremo ad esaminare I’ e Ilei lo dell' nitrito , e 
vedremo sino a qual segno si possa alterare in grazia di 
questa resistenza la figura d'equilibrio, che avevamo asse- 
gnate per gli archi. 

211. Limiti dentro I quali deve trovarsi 11 peso 
di ■■ areo nel caso dell'attrito. Si consideri I’ arco 
DEQ'P' (fig. p. 171) , il peso di questa porziono sia IT, e 
la spinta alla chiave sia A. Questo arco appoggiandosi al 
letto P’Q’ e come un corpo sopra uu piano P'Q' inclinato 
alla verticale dell'angolo 0 , e animato da un peso IT, e da 
una forza orizzontale A: dunque avremo il caso del (§. 81); 
perciò In forza, colla quale quest’arco tende a strisciare da 
Q' verso P' sarà Ilcos.Q — Ascn.0 , ed in conseguenza la 
forza colla -quale tenderà a strisciare in seuso contrario da 
P' verso Q' sarà Ascn.9 — IIcos.3 . Ad ambedue questi 
moti si opporrà l’attrito colla forza /TIsen.5 fAcos.O: dun- 
que per l’equilibrio dovrà essere 

r±: IIcos.6 Ascn.O = /TIscn.5 -+- fAcos.O-, 
risoluta questa equazione per fi troveremo 


(» 


n = A 

lqj/lang.C 


ossia 


( 2 ) 


Il — A. 


\±fco\..0 
col .0^:f 


Coll’attrito i letti dei cunei possono essere anche orizzon- 
tali, perchè in questo caso cot.9~cot.90°= 0, c la forinola 


(2) ci da II = ■— , c non fi assurdo come nel (§. 179). 


212. Così ancora non è necessario, che la risultante di 
Il ed A sia normale al letto , come viene dall’ equazione 
fondamentale dell’ equilibrio degli archi (§. 178) cioè, fi 
= m.lang.5. Infatti (fig. pag. 190) se GO esprima la spinta 
m alla chiave , GV il peso fi dell’arco AamM , e GS sia 


Digitized by Google 



— 198 - 

la loro risultante normale al letto Mm. Condotta la verti- 
cale MR, e l'orizzontale mR il triangolo GOS avrà i lati 
normali al triangolo MRm, e quindi avremo la proporzione 
fi: m = mR: MR = sen.mMR: cos.mMR = seti. 5: cos.0, e 
quindi II = m.tang.0. Nel caso dell'attrito basta, che la co- 
tangente dell’angolo n, che la detta risultante GS fa col detto 
Ietto sia fra i limiti :±: f. Infatti decomponendo la detta ri- 
saltante R in due forze Cuna secondo il letto, l' altra ad esso 
normale, sarà la prima Rcos.n, e l’altra Rsen.n, e perciò 
l'attrito sarà /"Rsen.n. Ora la componente Rcos.n potrà avere 
la direzione verso il basso, o verso l’alto del piano incli- 
nalo: dunque potrà essere espressa da ± Rcos.n: in ambe- 
due questi rasi deve equilibrarsi coll'attrito /"Rsen.n: dun- 
que Rcos.n— /"Rsen.n: cioè cot.n = dz f. Differenziando 

fa (I) (§. 211) avremo 

, n . as \+r 

cos.*5 * (l=p/"tang.6)* ’ 


e questo valore dovremo porre nell’equazione (§. 191) fra 
x, e $} e cosi avremo i limiti, dentro i quali possono va- 
riare te grossezze dell'arco salvo l'equilibrio. 

213. Cosi nell'esempio del (§. 199) per l’ arco circolare 
avremo 


;== _B-c- (/ (r 2 




.5)’) 


cos.’0(l^/"tang.5)’ 

Se m è piccolissima rispetto R, sotto il radicale si potrà porre 

rn 2 


cos.*0(l=p/lang.9)4 


, invece di 


cos.’5(q=tang.0) 2 


e fatto ciò estraendo la radice avremo 

m 

cos. 2 0(l=p/"tang.5) 2 ' 

forinola, colla quale si può calcolare a ciascun punto del- 
l’arco la conveniente grossezza. Col segno superiore avremo 
la grossezza massima, e col segno inferiore la minima, che 
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possa'darsi all'arco. Sarà facile formarne delle (avole, ed 
anche delineare per punti le due curve, I' una delle mag- 
giori, l’altra delle minori grossezze : ed allora qualunque 
sia la curva esterna dell'arco , purché non esca fuori dei 
limiti delle due curve suddette, l’arco sarà sicurissimo ri- 
guardo a questa prima condizione d'equilibrio. 

214. Nella scala delle minori grossezze s’ incontra un va- 


lor minimo dove tang.9 = f, che da x — 


W J 


Nelle mas- 


sime vicinanze del punto, ove eot.0 = f, abbiamo x mag- 
giore d'ogni assegnabile. Al punto ove 6 — 90*', cioè nel- 
I’ imposta orizzontale, entrambe le curve concorrono nello 

TU 

stesso valore di x = — . Cosi posto f = 0.15 , il più che 

possa l'arco assottigliarsi nei fianchi sarà a distanza di quasi 
37* dal vertice, ove viene s = 0.64m, onde quivi può ri- 
dursi ai due terzi della sua grossezza alla chiave , ed il 
più che possa ingrossarsi sarà verso i 53 gradi , ove la 
sua grossezza può crescere indefinitamente. Affinché l'arco 
DEPQ non faccia mosso girando attorno i punti Q, P sus- 
siste la condizione (§. 186). Se non che potendo la risul- 
tante del peso dell'arco, e della spinta alla chiave cadere 
sulla PQ con qualunque obliquità compresa nei limiti della 
forinola (212) col ,n=z±:f, le rette Pm, Qi (fig. pag. 189) 
dovranno inclinarsi alla PQ con angolo ottuso , che abbia 
per cotangente — f. E basterà assicurarsi, che la verticale 
condotta pel centro di gravità dell'arco non esca fuori dei 
trapezio me. 

CAP. XII. 


Dtll' equilibrio delle volle avendo riguardo alla tenacità 
dei cementi. 


215. Dopo l'attrito si offre a considerare la tenacità del 
cemento, che legando i cunei, e ritenendoli dallo scorrere 
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l’un soprn l’altro concorre efficacemente n mantenere l'equi- 
librio, c la stabilità delle Tolte. Se questa resistenza fosse 
invincibile, l’arco sarebbe come tutto un masso, e qualun- 
que figura s’avesse sarebbe sempre abbastanza sicuro, pur- 
ché i piedirilti avessero forza bastevole a sostenerlo. Ma 
sebbene tal resistenza per la debole forza, e per la facile 
depravazione dei cementi non possa a gran pezza riguardarsi 
come insuperabile, pure ne conseguita di necessità questo 
cITcìto , che quando I* arco venga a crollare non si scom- 
porrà in tutte le sezioni, come farebbe un arco composto 
di cunei staccali, ma da prima cedorà nelle sezioni più. de- 
boli, dividendosi il masso dell'arco in tre o quattro pezzi 
al più: poiché l’arco non potrà cedere da principio se non 

che o in due sezioni come Bà, 
Dd, ovvero iu tre come Uh, Cr, 
D d. 

216. Di qui si apre uno via 
assai facile di esaminare sotto 
questo aspetto la fermezza di 
qualunque arco proposto, ed in- 
sieme la forza dei piedirilti per sostenerlo. Il che si farà 
considerando parlitameiile quelle due maniere, nelle quali 
l'arco potrebbe aprirsi, c per ciascuna di queste mosse pa- 
ragonando le forze, che tendono ad imprimerla con quelle 
che vi contrastano. 

217. Quolla mossa dell’arco che apre soltanto le due se- 
zioni Bé, Dii avviene allorquando l’arco supcriore BCD di- 
scende tutto d’un pezzo scostando colle sue spinte laterali 
i piani B A, Dd. Quella mossa poi, che insieme colle sezioni 
dei fianchi apre la cima Cc, avviene allorquando appunto 
il C discende girando attorno ai punti B, D, mentre questi 
punti o cedono lateralmente, o s’alzano girando attorno i 
termini A, E. Apresi allora l’arco al di dentro in c, c al 
di fuori iu h, 4 appunlocoinc.se il poligono ABCDE rui- 
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nasse aprendosi I’ angolo C del colono , e chiudendosi gli 
angoli laterali. Or cercheremo per ambedue queste mosse 
le condizioni dell’equilibrio. E prima dai centri di gravità 
G, O dei pezzi BC, AB intenderemo calale le verticali GR, 
OT ; e dai punti B, D condurremo BV, DV normali alle 
sezioni BA, Dd, quali sezioni prolungheremo sicché concor- 
rono in N. 

218. Tenda I’ arco BCD a scendere verticalmente rimo- 
vendo le sezioni B b , DA. Si chiami 0 il peso del solido 
AB, o G il peso del solido BC. Essendo 2G il peso dell’arco 
BCD intenderemo questo peso applicato al punto V, d'onde 
prema normalmente sui piani BA, Dd spingendo secondo le 
rette VB, VD. Sarà la spinta orizzontale, che esso esercita in 

B = G tang.BVK (§. 143) = G cot.BNK = , e la 

Hk 

spinta verticale = G. Ora la prima spinta tende a rimuo- 
vere orizzontalmente il solido AB , al quale moto resiste 
l’attrito con forza f. G -+- f.O : quindi 


219. Di più la spinta orizzontale tendendo a rovesciare 
lo stesso solido AB attorno l’angolo A, opera col momento 
KN 

G. -— . BM, cui resiste la spinta verticale G col momento 
liti. 


G.AM , ed il peso O col momento O.AT. Uguagliando il 
momento della spinta a quello della resistenza e dividendo 
per BM avremo 


O. 


AT /KN 
BM ' VBK 


AM 

BM 1 


220. Tenda ciascuno dc’due pezzi BC, DC a girare intorno 
vertice dell’arco C rimovendo i punti B, D. Riguardando 
l’arco siccome un poligono ABCDE mollile intorno i suoi 
angoli, compartiremo i pesi G, O sugli angoli C, B, A, E 
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cosi avremo, seguendo le denominazioni del (§. 146), 


2P = 2G. — ; Q = G. — 
BK' V BK 

BK 

lang.m = — , Ung.i 


0 AT v-o ™- 

AM ’ ° AM ’ 

AM 


Sarà dunque ( §. 146 ) la spinta orizzontale nel termino 
BR 

A = G. — , e la spinta verticale = G -+- 0, oudo l’at- 
LK 

trito sarà f . G -+- f.O. Quindi allincliè il pezzo AB non sia 
rimosso orizzontalmente dovrà essere 


dalla quale 


MW.° = G.g, 


'<> = «(§-/) 


Dovendo poi essere (§. 146) Ptang.m = (P -t- Q) tang.n, so- 
stituiti in questi i valori superiori di lang.m , e tang.n 
avremo 


O.^-G (“ 
BM ’CK 


AM 

BM 


Di qui apparisce il modo di esaminare la fermezza di un 
arco dato. Converrà per vari punti B dell’ arco calcolare 
('equazioni proposte, nelle quali se i primi membri, che rap- 
presentano I' azione della resistenza, riusciranno per tutto 
maggiori dei secondi, che danno l’azione della spinta, po- 
tremo prometterci la total sicurezza dell’ arco. La sezione 
più debole di tutte corrisponderà a quel punto B per cui 
l'eccesso della resistenza sulla spinta, o dei rispettivi mo- 
menti apparisca il minore. Che se fossero date le altre di- 
mensioni, c volesse trovarsi la grossezza conveniente al pie- 
diritto possono servire le stesse equazioni. Il modo più fa- 
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clic sarà l'assumere prima poi piediritto una grossezza ar- 
bitraria, e quindi cercare il luogo B della sezione più de- 
bole. Allora per l’equazioni relative a quel punto B tro- 
veremo facilmente la grossezza cercata. Dicasi lo stesso di 
qualunque altra dimensione dell'arco, o del pied irido, che 
volesse determinarsi nella misura conveniente per la sta- 
bilità. 


CAP. XIII. 


Dell' equilibrio de’ piedirilti. 

Per trattare dei casi più semplici c più usuali suppor- 
remo il piediritto simmetrico attorno d’ un piano verti- 
cale, che passi per la direzione 
della spinta SR. Quivi pure ca- 
dcrà il centro di gravità del pie- 
diritto, e siccome nel medesimo 
piano agiscono le forze, cosi in 
luogo di tutto il solido basterà 
considerare questo profilo ABCD. 
Decomposta la spinta in due forze Cuna P verticale, c l’al- 
tra Q orizzontale, egli ù chiaro, che il piediritto non potrà 
tutto spostarsi se non che o per moto progressivo da B 
verso I, o per moto rolatario intorno l'angolo I. 

221 . 81 trova la realatensa del pledlrltta, ed II 
momento della reoloteaza. Al molo progressivo resiste 
l’attrito. Sia M il peso del piediritto, sarà la pressione sulla 
base IB = M -+- P, e quindi sarà l'attrito, o la ricercata 
resistenza = f .( M P). Il momento della resistenza dee 

cercarsi relativamente al moto rolatario. Si cali dal punto 
G la normale GX sulla base , e da un punto S preso ad 
arbitrio sulla direzione della spinta si cali similmente la 
normale SE. Sia IX == k , IE = * , ES = y. La spinta 
orizzontale Q col momento Qy tende a rovesciare il solido 
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attorno I' angolo I. Resiste a questo sforzo il peso M col 
momento Mi, e la spinta verticale P col momento Px: sarà 
dunque il total momento della resistenza =M4-»-Px. Adun- 
que per la stabilità dovrà essere 

f (M — P) > Q ; M* Px > 0 y. 

Se vi fosse uguaglianza fra la spinta, e la resistenza, e fra 
i rispettivi momenti, il piediritto reggerebbe tuttavia, ma 
ad ogni piccolo accrescimento della spinta vacillerebbe. 

222. La seconda condizione si può esprimere e ricono- 
scere anche senza lisolvurc la spinta nelle due forze P, Q. 
Si cali dal punto I la normale 1Z sulla direzione della 
.spinta : dovrà essere M.IX > S.IZ. Oppure si prolunghi 
la verticale coudotla pel centro G sinché concorra iu T 
colla direzione della spinta. S' intendano applicale in F le 
duo forze M, S, e si compia il parallelogrammo coi lati, 
che le rappresentano. La diagonale prolungata dovrà ca- 
dere sulla base di qua dal punto I verso B. 

223. Se il piediritto sia un muro rettangolare, sia l'al- 
tezza BC — a, la grossezza 1 U = A, il peso specifico = G. 
Sarà M = ab G, e k = i b. Perciò se il muro sostenga solr 
tanto una spinta orizzontale Q, sarà la resistenza = abfG: 
ed il momento della resistenza = 1 ab'Ci : quindi ingros- 
sando un muro rettangolare, la sua resistenza contro una 
spinta orizzontalo s'accresce in ragione della grossezza, ed 
il momento della resistenza in ragione duplicata della gros- 
sezza. 

223. Applicazione del risanamenti antecedenti- 

Sia il muro alto metri 12, e del peso specifico 2000: que- 
sto deve reggere ad una spinta orizzontale di chilogrammi 
4500, che si esercita verso la sommità: cercasi la grossezza 
per l'equilibrio. 

124. Qui fa duopo avvertire , che prendendo il metro 
per unità delle misure lineari, il peso specifico 200 denota, 
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che un metro cubo del materiale, onde è composto il muro, 
pesa chi). 2000 , e cosi il prodotto abG indicherà il peso 
del muro coll’unità di lunghezza un metro; 2“. che simil- 
mente dicendosi, che la spinta orizzontale vale chil. 4500, 
vuoisi intendere la spinta sulla lunghezza d’un metro; 3°. 
che il coefficiente dell’attrito può farsi f — 0.8, attrito per 
li mattoni. Per sicurezza maggiore faremo f = 0.75. Fatte 
le sostituzioni nelle equazioni Q — abfG, Qy =^aA , G, avre- 
mo dalla prima b — 0.25, e dalla secondai = 2.12. Baste- 
rebbe dunque al muro la grossezza di 25 centimetri per 
non csseic spostato orizzontalmente; ma perchè non rovesci 
al di fuori esige per lo meno grossezza di metri 2.12. 

225. Questa grossezza 2.12 richiesta pel puro equilibrio 
non parrà sufficiente ad assicurare 221) la stabilità. 
Dee però riflettersi, che non avendo noi messa in conto la 
tenacità che lega il muro alla base , ahbiam fatto la sua 
resistenza minore di quella che è realmente : onde colla 
trovata grossezza di 2.12 potrà benissimo sostenersi una 
spinta superiore ai chilogr. 4500. Pur gioverà crescerne 
alquanto la grossezza ad abbondante cautela. 

226. Sin qui abbiamo considerato il piediritto come un 
solido di forma invariabile, da non poter spoetarsi che tutto 
d' un pezzo. Siccome però la spinta potrebbe romperlo in 
alcuna delle sue sezioni , cosi converrà esaminare la sua 
fermezza anche sotto questo rapporto. Il che ci basterà di 
accennare , avendo già dato il modo di valularo (§. 220) 
la resistenza, che proviene dalla tenacità. 

227. La spinta verticale P del peso che sostiene il pie- 
diritto tende a schiacciarlo. Converrà quindi paragonarla 

'-colla di lui resistenza alla compressione, che si misura co- 
me nel (§. 166). 

228. La spinta orizzontale Q tende a romperlo per tra- 
verso. E qui considerando una sezione qualunque del pie- 
diritto se ne troverà la resistenza rispettiva |§. 153). Solo 
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deve avvertirsi, che siccome il peso di quella porzione del 
piediritto, che poggia sulla sezione debole, aiuta la di lei 
tenacità, opponendosi alla rotazione, che la spinta Q tende 
ad indurre, cosi in luogo del momento della spinta si dovrà 
prendere 1' eccesso di questo momento sopra il momento- 
dei peso, che le contrasta. 

CAP. IV. 

Rinfranchi de' piediritti . 

229. Costumasi di rinfiammare esteriormente i piediri iti 
rettangolari, o per mezzo d'una scarpa andanto per tutta 
la loro lunghezza , o per mezzo di contrafforti a luogo a 
luogo distribuiti. Doppio ó il vantaggio di questi rinfianchi: 
aumentano il peso dei picdirilto, e con oió ne accrescono 
la resistenza: allontanano il suo centro di gravità dall’an- 
golo esteriore attorno cui potrebbe rovesciarsi, e cosi ac- 
crescono vieppiù il momento della resistenza. Quosti van- 
taggi possono agevolmente ridursi a calcolo. 

230. Trovare la reolateuza d'nn maro a scarpa 
contro la «pinta orizzontale, ed II mouieuto della 
reolotcnza. Oltre le denominazioni del (§. 223) e de' pre- 
cedenti , sia p il piede o sia la baso della scarpa. I pro- 
dotti [ M, MA diverranno 

'afG (b -v- i p) } „G (è 4*- bp - |p*) . 

230. Il primo prodotto esprime la resistenza; il sdeondo 
esprime il momento della resistenza. 

231. Adunque pel puro equilibrio deve essere 

afG (4 -e- ì p) = Q ; 

(iG 4 j -h bp ^p*) = Qy . 
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232. Sia come nell’ esempio precedente a = y = 12 , 
Q = 4500, G = 2000. E la scarpa suppongasi della sesia 
parie dell’altezza, onde sia p = 2. Si cerchi in quest'ipo- 
tesi la grossezza 6 del muro rettangolare. Dalla seconda 
equazione si caverà 6 = 0,415. Dalla prima non accade 
cercarne, poiché anche fatto 6 = 0, la resistenza rimane 
superiore alla spinta. 

233. Che se volesse conservarsi al muro la grossezza di 
un metro, e si cercasse quale scarpa basterebbe per ren- 
derlo equilibrato, si farà 6 = 1, e si caverà p = 1,23. Ba- 
sterebbe dunque una scarpa che fosse poco più d’un de- 
cimo dell'altezza. 

234. Se la medesima scarpa fosse apposta dalla parte 
interna, sarebbe raen vantaggiosa : che allora il momento 
della resistenza riuscirebbe soltanto 

aG (i 6’-*- i 4p -4- 1 p’ ) . 

235. Minor vaulaggio riporterebbe ancora chi invece di 
aggiungere la scarpa, volesse ingrossare il muro d'altret- 
tanto, accrescendone la grossezza di jp; poiché il momento 
della resistenza riuscirebbe 

aG (l 6’-+- 1 bp -4- Jp*) . 

236. Trovare la resistenza don maro esterna- 
mente difeso da contrafforti parallelepipedi, eguali 
ed equidistanti , ed II momento della resistenza. 

Rappresenti la figura la pianta 
del piediritto, e i due punti L,G 
dividano per mezzo gl'intervalli 
dei contrafforti. Supponendosi 
ebe la spinta orizzontale operi 
egualmente su tutta la lunghezza 
del muro, basterà considerarne il 
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pezzo chiuso tra le sezioni LI, Gy. Condono un piano ver- 
ticale per la sezione di mezzo AB, cadrà su questo piano 
cosi il centro di gravità del solido, come la direzione della 
spinta tendente da B verso A. 

238. Posto ciò, sia l'altezza del muro == u; la sua gros- 
sezza LI — BH = i; la lunghezza del contralToric IIA = c; 
la di lui grossezza MN — PQ = p; l'intervallo LG=HA— d. 

239. Qui i due prodotti /'M, MA riusciranno 
af G ( bd -t- cp); aG (4 b 2 d bed -t- J c 3 p), 

de’ quali il primo dà la resistenza ; il secondo dà il mo- 
mento della resistenza. 

240- Eguagliando questi valori alla spinta Q ed al suo 
momento Qy, si avranno come prima le condizioni dcll’c- 
quilihrio; e date le dimensioni del muro o de) rinfìanco a 
riserva di una, si potrà questa determinare siccome con- 
viene per l’equilibrio. 

241. Mcn vantaggioso si troverebbe il contrafforte in- 
terno; e meno ancora, se tutta la solidità de’ contrafforti 
si convertisse in uniforme ingrossamento del muro. 

242. Talvolta il contrafforte è un prisma di base trape- 
zia, essendo la coda PQ maggiore o minore del collo o sia 
radice MN. Sia come prima MN — p, e sia PQ = q. 

243. Allora pel contrafforte esterno il momento della re- 
sistenza si troverà 

aG b 2 d -t- Lat-i- - e* (2 p -+- y) j , 
e pel contrafforte interno 

► oG b*d -+■ | be (p q) jj e 2 (p 2y) ) . * 

244. Da che si vede essere più vantaggiosa ai contraf- 
forti esterni la forma p > y; ed agl’interni la forma p < q. 

245. Aggiungiamo uu esempio a dichiarazione delle pro- 
poste formolo. Sia la spinta nella lunghezza d’ un metro 
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= 4500; G=2000; a=y — 12; d=5; c=» 3; p=2,3; q— 1,6. 

Si cerca ia grossezza b che dovrà avere il muro, affinché 
il momento della resistenza pareggi quello della spinta. Si 
suppone il contrafforte apposto esteriormente. 

246. Qui è da notare che ponendosi = 4500 la spinta 
sulla lunghezza d'un metro, la spinta sulla lunghezza d che 
vai cinque metri sarà cinque volle maggiore , onde sarà 
<2=22500. Ora introdotti i valori numerici nell'equazione 

oG [Wd -t- bed ^ «’ (2/> -+- $)) sss Qy , 

si avrà 4 = 0,127. C (al grossezza porrà il muro in istato 
d’equilibrare la spinta. 

CAP. XV. 

Della spinta de’ terrapieni. 

247. Posto un peso R sopra un piano inclinato alla ver- 
ticale coll’angolo m, cercasi qual potenza orizzontale A sarà 
bastante a trattenerlo, sicché non corra giù pel piano, avendo 
riguardo all’attrito. 

248. Decomposta ciascuna delle forze R, A in due, l’una 
parallela, I’ altra normale al piano, ne risulterà parallela- 
mente al piano la forza R cos.m — A sen.m, e normalmente 
al piano la forza R sen.m-*- A cos.m. Ora per l’equilibrio 
deve la prima di queste forze eguagliar precisamente l’at- 
trito. Sarà dunque 

R cos.m — A sen.m = f R sen.m -s-f A cos.m, 
onde si trae 

■ * = a . *=£!!!!£? . 

tang.m-*-f 

249. Quindi se invece d’una potenza orizzontale, il peso 
R fosse trattenuto da un muro, o da nn ostacolo qualun- 

14 
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quc, la spiala orizzontale esercitala dal peso contro l’osta- 
colo sarebbe quella stessa 

R 1— ftaug.m 
Un g. »-+-/■ 

250. Spini» del terrapieno. Determinare la spintaoriz- 
zontale del terrapieno BCEFcon- 
tro del moro ABCD , e il mo- 
mento di questa spinta per rove- 
sciarlo attorno l’angolo A. Con- 
sideriamo laspiuta del triangolodi 
terra BCE, di cui lascarpa BF.de- 
clini dalla verticale coll’angolo 
CBE=m, Le rette PM , pm parallele a BE chiudano il 
trapezio elementare PpmM. Sia BC=a, CP=ar, Pp = di ; 
sarà il trapezio PpmM = xdx lang.m; e chiamando g il 
peso specifico della terra , sarà il peso di quel trapezio 
= gxdx tang.m. Adunque la spinta orizzontale cb’csso eser- 
cita sulla retta Pp sarà (§ 249) 



o sia 


gxdx tang.m . 


1 — /'tang.m 
lang .!»-*-/■ * 


gxdx . 


1— /tang.m 
l-t-/cot.m 


251. Facendo per brevità V ft an 8' w =M, sarà la sud- 

r l-+-/cot.m 

della spinta M gxdx, ed integrando, c poscia facendo x=«, 
sarà la spinta totale lo’jrM. 

252. Similmente il momento della spinta elementare eser- 
citata sopra Pp è Mj (a — ss) xdx j ove integrando , e poi» 
facendo x ■■= a , avremo il total momento della spinta 
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253. Resta a (issare I' angolo m. Si osservi che tanto la 
spinta quanto il suo momento si annullano, o sia tang.m=0, 
1 

o sia tang.m= - . Tra questi due valori havvi dunque un va- 
lore intermedio, cui risponde la massima spinta, e il mas- 
simo momento. Questo valore si trova facendo dM — 0, e 
riesce 

tang.m = -/■-+- l/(l -t- /”)• 

Sostituendo questo valore in quello di SI trovasi la spinta 

i o’j [—/■-*- 1/(1 -s- f 2 )V= I »*9 tang.’m, 
ed il momento della spinta 

£ a*9 C— (-*- 1/ (t -ni’- ^ a *9 tang.*m , 
il che si cercava. 


254. L'angolo che ha per tangente - è (§. 18) 1* angolo 


delia scarpa che prenderebbe la terra naturalmente da se, 
quando non fosse sostenuta da rerun rivestimento. 

255. L’angolo m che ha per tangente — /■-►- \, r (1 [') 

1 

è precisamente la metà dell’angolo che ha per tangente j , 


come facilmente può verificarsi medianto la nota espres- 
sione della tangente dell’angolo doppio. 

256. Quindi la linea BE , che determina quel triangolo 
di terra, che esercita la massima spinta contro il muro di 
rivestimento, divide per metà l'angolo fatto colla verticale 
dalla scarpa che prenderebbe da se naturalmente la terra 
sciolta. 

257. Abbiamo veduto che le terre sabbiose e scorrevoli 
si dispongono (§. 20) sopra un declivio di gradi 60 dalla ver- 
ticale, e le terre forti sopra un declivio di gr. 54. Dun- 
que per un terrapieno composto di (erre sciolte avremo 
m — 30", e per un altro di terra forte sarà m = 27°. 
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258. Quindi pel primo sarà il valor della spinta = -u’y> 

1 

ed il momento della spinta = — a*g. Pel secondo la spinta 

1 O 

1 1 

sarà solamente = - a’g, ed il suo momento = — a > g. 

259. Conoscendosi la spinta orizzontale del terrapieno , 
e il suo momonto, sarà facile proporzionarle la resistenza 
del rivestimento ABCD, trovandone lo dimensioni opportune 
per l'equilibrio. 

260. Sia il mnro ABCD rettangolare alto metri 12 al 
pari del terrapieno. Sia G =>* 2000 qual è comunemente il 
peso specifico de’ mattoni ; g = 1428 quale suol essere il 
peso specifico delle terre forti, giacché di tal qualità sup- 
porremo essere il terrapieno. Si cerchi la grossezza b da 
darsi al muro onde il momento della resistenza pareggi il 
momento della spinta. 

261. 11 momento della spinta si troverà = 102816; a cui 
mettendo uguale il momento della resistenza (§. 223) lai'G, 
troveremo b = 2,93. 

262. Dando al muro una scarpa d’un sesto dell'altezza, 
si troverebbe similmente §. 231 la grossezza 6=1,15. 

CAP. XVI. 

Della fermezza de' modelli. 

263. Sperimentala la fermezza d'un modello di macchina 
o d’edificio, non senza molla cautela vuoisi procedere a 
conchiudernc la fermezza dell’ edificio o della macchina 
s (essa. 

264. E prima convien distinguere fra le spinte che ten- 
dono semplicemente a spostare le parti, e quelle che ten- 
dono a spezzarle. Tradotto il sistema dal piccolo al grande, 
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le prime crescono in egual proporzione colle resistenze, le 
seconde crescono in proporzion maggiore ; oud' è che per 
rapporto a queste ultime, quanto è più grande la fabbrica, 
tanto a proporzione é più debole. 

265. Poi fra queste azioni medesime convien distinguer 
tre classi: altre tendon a svellere le parti per distrazione; 
altre a romperle per traverso; altre a schiacciarle per com- 
pressione. Appartiene alla prima classe lo stiramento che 
soffrono le chiavi o le catene delle Volte , e le piane dei 
tetti; alla seconda il carico che tenta piegare o rompere le 
travi orizzontali o inclinale; alla terza il peso che aggrava 
rerticalmeule i muri e le colonne. 

266. Sia un lato del modello al lato omologo della co- 
struzione come 1: n. La spinta che tende a distrarre, o a 
rompere per traverso le parti cresce dal piccolo al grande 
come 1: n 3 ; c la resistenza a queste rotture cresce soltanto 
come 1: »\ 

267. La prima asserzione è manifesta : poiché le spinte 
debbon crescere come i pesi delle parti che spingono , e 
questi crescono in ragion triplicata dei lati omologhi. 

268. Essendo poi le dimensioni del solido modulare a, b, 
c, saranno quelle dello stesso solido nella fabbrica no, nb, 
ne. Ora la resistenza assoluta che contrasta alla forza di- 
straente, cresce nella ragione (§. 151) ab: na. nb-, e la re- 
sistenza rispettiva che contrasta alla forza tendente a rom- 
pere per traverso, cresce nella ragione (§. 154) 

a 2 b n'a*.nb 
c ' nc 

Entrambe queste ragioni si riducono a quella di 1: »*. 

269. Perciò quei pezzi che a tali spinte soggiacciono 
avranno tanto minor fermezza nella fabbrica che non hanno 
nel modello, quanto sarà maggiore il numero n ; il quale 
potrà crescere a segno che la fabbrica non possa più reg- 
gere. 
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270- Adunque nel tradurre il modello dal piccolo in 
grande non si può passare un certo limite d’ingrandimento. 

271. Sia P il maggior peso cui possa reggere uno dei 
travicelli del modulo, e p quel peso o spinta che esso at- 
tualmente sostiene. Il maggior peso cui potrà reggere il 
trave corrispondente della fabbrica sarà »’P, ed il peso che 
esso attualmente sosterrà n . Dovrà dunque essere 

P 

n 3 p < n’P, e lutto al più n-'p = n J P, onde n = - . 

P 

£ questa sarà la maggior grandezza a cui quel pezzo potrà 
tradursi. 

272. Che se volesse pure accrescersi il modello a pia- 
cimento, conservandogli tuttavia sufficiente fermezza, sarà 
necessario nell* ingrandire ciascun pezzo alterare qualcuna 
delle sne dimensioni. 

273. Vogliasi per esempio conservare al trave la lar- 
ghezza ni, e la lunghezza nc proporzionata al modello , e 
si cerchi la grossezza x a opportuna perchè la sua resistenza 
pareggi la spinta ch’esso dovrà sostenere. 

274. Sarà la resistenza del travicello a quella del trave 
come 

a*ò x’n’.nà 
c nc 1 

o sia come 1: a;’. Quindi il trave potrà tuli’ al più soste- 
nere il peso Px’; ma esso sosterrà infatti il peso n 3 p. Dun- 
que dovrà essere per lo meno Px 1 — « J p, o sia 

— V'i 

275. Se il trave fosse di sezione quadrata , e ritenendo 

la lunghezza ne si cercasse il lato xa, si troverebbe nella 
stessa guisa 3 

— K ?• 
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276. La spinta che tende a schiacciare le parti per com- 
pressione cresce dal piccolo ni grande come 1: n 3 ; e la re- 
sistenza cresce soltanto come 1: n. 

277. Di fatti la resistenza alla compressione cresce nel 
rapporto (§. 167) 

oM sV.st 
c* «V ’ 

che é quello di 1: n. 

278. Sia dunque P il maggior carico che possa portare 
il muro o il pilastrino modulare, e sia p il carico di cui 
realmente é gravalo. Pel muro o colonna analoga sarà nP 
il maggior peso che potrà sostenere , ed n*p il peso che 
sosterrà realmente. Quindi potrà essere tutt’al più 

n}p = «P, ondo n — 

massimo termine dell’ingrandimento. 

279. Che se ritenendo la lunghezza, o vogliam dire al- 
tezza nc, e la larghezza nb volesse darsi al solido tal gros- 
sezza xa, per cui nell'ingrandirsi non indebolisca a segno 
di rompersi, si troverebbe come sopra (§. 274) 



per lo meno. 

280. E trattandosi d'un pilastro a base quadrata , o di 
una colonna cilindrica, cercandosi parimente il lato o dia- 
metro xa , verrebbe j 

I /* "> 


281. Gli esposti principi daranno norma sicura a giudi- 
care della robustezza d’una costruzione, da prove che se ne 
facciano sul modello. Nel quale ore siasi esplorata la forza 
di ciascun pezzo, ed il limite dell'ingrandimento che esso 
comporta, ben si vede ebe neU’ingrandire tutto il modello 
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dovrà starsi al di sotto dot più piccolo fra questi limiti. 
E quando pur vogliasi oltrepassarlo, veggiamo come con- 
venga alterare le misure di ciascun pezzo per conservargli 
conveniente fermezza. 


CAPO XVII. 

Equazione generale dell’equilibrio dedotta dalla considerazione 
delle velocità virtuali. 

282. idea delle velocità virtuali. Si supponga un si- 
stema qualunque di forze in equilibrio, e queste siano ri- 
dotte ad una per ogni ponto per mezzo della composizione. 
Si ammetta, che per un istante di tempo cessi questo equi- 
librio a causa della modificazione di una qualunque delle 
dette forze, in tal caso ciascun punto del sistema avrà una 
velocità, ossia nel detto istante di tempo, o nel tempo in- 
finitesimo descriverà una lineola retta: queste si chiamano 
velocità virtuali. Se il sistema non fosse libero, ma assog- 
gettato a condizioni, come sarebbe che o tutti o in parto 
i punti del sistema dovessero rimanere sopra una linea, o 
sopra una superficie; che i punti dovessero rotare intorno 
ad un punto , o asse fisso; o altre condizioni : in tal caso 
s'intende , che i moti minimi del sistema di forze per la 
cessazione istantanea dell'equilibrio dorrebbero essere com- 
patibili con queste condizioni, cioè, che i moli minimi do- 
vrebbero far rimanere i punti sulla curva o sulla super- 
ficie; che dovrebbero conservare la distanza invariabile dal 
punto o dall'asse di rotazione. Da ciò possiamo stabilire, che 
per velocità virtuali dei punti di un sistema qualunque di 
forze in equilibrio si debbono intendere le velocità che in un 
istante acquisterebbono i detti punti per le diverse maniere di 
cessare l’equilibrio compatibili colle condizioni, cui dece sod- 
disfare il sistema ; e questa cessazione a cauta delle modifica- 


si 
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stani che potrebbero subire le forze del sistema ; queste ve- 
locità virtuali poi sono lineole rette infinitesime , che in 
un tempo inGnitesimo percorrerebbero i diversi punti per 
le varie maniere di cessare l'equilibrio. 

283. Velocità virtuali stimate nelle forze. Queste 
lineole rette banno un estremo comune col punto d'appli- 
cazione della rispettiva forzale l’altro nello spazio. Se da 
questo sulla retta della forza si cala una normale si avrà 
la projezionc della detta lineola sulla retta della forza , o 
della velocità virtuale del punto d’applicazione della forza 
stessa. Questa projezionc si chiama velocità virtuale stimata 
nella forza. La direzione della velocità virtuale può esser 
tale, che dia la sua projezione o sulla forza, o nel prolun- 
gamento di essa. Nel primo caso la velocità stimata uclla 
forza si considera come positiva, nel secondo si considera 
come negativa. Si vede poi chiaro , che la detta vulociià 
stimata sarà zero se la direzione della velocità virtuale sarà 
normale alla forza. 

284. Il teorema generale dell'equilibrio espresso 
In velocità virtuali è, che se si ha l'equilibrio, deve es- 
sere zero la somma delle forze moltiplicate nelle velocità vir- 
tuali stimata in esse, e viceversa. Così se siano P,Q, R ec. 
le forze del sistema e p,q, r ec. le velocità stimate in esse, 
la condizione necessaria c sufficiente dell'equilibrio è espres- 
sa dall'equazione 


Pp -t- Qy -+- Rr cc. = 0. 

.285. Blmoatramione dell' equazione generale del- 
reqnlllbrlo. Per dimostrare la proposta equazione s’imma- 
ginino attaccate ai punti del sistema altrettante taglie, ed al- 
trettante siano attaccale in punti Gssi delio spazio: si espri- 
mano con a, a' due taglia Cuna mobile col sistema, e l’altra 
fissa; b,b' indichino le taglie d’una altra coppia; analogamente 
con c, c indichiamo due altre taglie, c cosi di seguilo. Si 
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supponga una fune flessibile , un estremo della quale sia 
fisso: passi poi essa successivamente per le girelle della ta- 
glia a mobile, e per quelle della taglia fissa a' ; e le gi- 
relle di ambedue le taglie siano di tali grandezze e di- 
sposte in guisa, che i capi di fune ebe passano da una ta- 
glia all’altra siano perfettamente parallele. Quando si sono 
esaurite tutte le girelle della prima coppia di taglie , it 
capo di fune residuo si porti a passare per le girelle delle 
taglie A, A', ed essendo state tutte impiegate, il capo di fune 
residuo si porti alla terza coppia delle taglie e , d , e vi 
si faccia passare come nell’altre due. Si esauriscano cosi tutte 
le coppie di taglie del sistema, e l'ultimo capo di fune, che 
vi rimane, si faccia passare per la gola di una girella fissa, 
in guisa che all' estremità del capo da questa pendente si 
applichi un peso M. Quello, che è interessante per la dimo- 
strazione é , che tutti i capi di fune siano paralleli. Ora 
quelli della prima coppia abbiamo veduto che lo sono. Affin- 
ché ciò avvenga ai capi di fune che passano da una cop- 
pia all'altra bisogna dìspor fra ciascuna coppia due girelle 
fisse, onde l’ultimo capo di fune, che parte da una coppia, 
sia parallelo ai capi di fune di questa coppia, e passando 
alla seconda riesca parallelo ai capi di fune di questa. 

286. Essendo cosi disposto il sistema, cioè che tutti i capi 
di fune nella stessa coppia di taglia sono paralleli si vedrà 
chiaro, che il peso appiccato all'ultimo capo di fune pendente 
dalla girella fissa produrrà la stessa tensione in tutti i capi di 
fune delle diverse coppie di taglie, e la somma delle tensioni 
doi capi di fune, che in ciascuna coppia vanno alle taglie mo- 
bili saranno tante forze prodotte su i punti del sistema ai 
quali queste taglie mobili souo attaccate. Si dicano dunque 
P,Q, Il ec. i numeri dei capi di fune, che passano per le 
girelle delle taglie mobili nella prima seconda terza ec. cop- 
pia. Se si dica uno la tensione comune di questi capi di fune, 
le dette quantità P,Q, R ec. esprimeranno, eziandio le forre 
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prodotte su i punti del sistema dal peso M. Dopo ciò si vede 
chiaro, che la condizione dell'Immobilità del sistema, o del- 
l'equilibrio delle forze P,Q,ec. è, che il peso M, non discenda: 
perché, se ba luogo l’equilibrio o l'immobilità del sistema, 
il peso non discenderà , e se non discenderà i punti non 
si muoveranno. Per stabilire in calcolo questa condizione 
si supponga concepire il sistema un moto minimo qualun- 
que, per questo le coppie di taglie si avvicineranno, e si al- 
lontaneranno fra loro, o parte si avvicineranno, e parte si 
allontaneranno fra loro. Esprima p la retta infinitesima di 
avvicinamento fra le due taglie a, a', e q,r, le rette di allon- 
tanamento delle due coppie di taglie 6, b'j c, c\ e cosi di 
seguito. Essendo p la lineola retta di approssimazione delle 
due prime taglie, ripetuta questa per P, numero dei capi 
di fune che passano per la taglia mobile, P p dà I’ accor- 
ciamento della total fune delle taglie della prima coppia. 
Così essendo q la lineola retta di allontanamento delle due 
taglie della seconda coppia , il prodotto Qq sarà il totale 
allungamento della fune in questo secondo sistema di ta- 
glie, ed Rr l'allungamento nel terzo : dunque la quantità 
Vp — Qq — Rr ec. esprimerà l'eccesso degli accorciamenti su- 
gli allungamenti della total fané , che passa per tutte le 
coppie di taglie. Ora questo residuo di accorciamento pro- 
durrà 1' aumento del capo di fune pendente dalla girella 
fissa, cui é appiccato il peso, o sia farà discendere questo 
peso: dunque la condizione, onde quel peso non discenda 
sarà espressa del mandare a zero quell'eccesso di accorcia- 
mento; ma il non discendere del peso trae la condizione ne- 
cessaria e sufficiente dell’equilibrio, dunque questa condi- 
zione sarà espressa da 

P p — Qq — Rr cc. = 0. 

Ora è evidente , che p, q , r sono le velocità virtuali dei 
punti stimate nelle forze P, Q, R, e che p è secondo la di- 
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rczionc della forza P , o produrente la diminnzionc della 
rctla, sulla quale questa agisce; e che q, r sono rette nel 
prolungamento di Q, R, o prodnccnti gli aumenti di que- 
ste: dunque l'equazione antecedente esprime, che la condi- 
zione necessaria e sufficiente dell'equilibrio di un sistema 
qualunque di forze è, che la somma delle forze moltiplicate 
per le velocità virtuali dei loro punti di applicazione sti- 
mate nelle dette forze é zero, supponendo positivi i detti 
prodotti , o come si dicono momenti delle forze , dove le 
velocità stimate sono nelle direzioni delle forze, o tendenti 
a diminuirle, e negativi i momenti, nei quali le velocità 
stimate sono nel prolungamento delle forze , o tendono a 
crescerle. Si potrebbe però obbiettare alla dimostrazione 
fatta, non essere necessario per la condizione di equilibrio, 
che Pp — Qq — Rr ec. sia zero ; imperocché basta , che 
questa quantità riesca negativa; perchè in tal caso vuol dire, 
che la somma degli allungamenti della fune supera la som- 
ma degli accorciamenti; ossia, che l’espressione P p — Qq — Rr 
ec- ci dà un residuo di allungamento: ma I’ allungamento 
della total fune delle taglie dà I' ascensione del peso , e 
questa è impossibile: dunque è impossibile il moto del si- 
stema ; cioè la detta quantità negativa è altra condizione 
dell’equilibrio del proposto sistema di forze. 

287. Si rifletta però che le quantità inGnitesime p,q, r ec. 
saranno date in funzioni delle variazioni delle coordinate 
dei punti del sistema, delle quali alcune saranno indeter- 
minale, per esprimerò la possibilità del moto dei punti del 
sistema. In questa indeterminazione, se Pp — Qq — Rr ec. 
è negativa, si potrà dare alle indeterminate tal valore da 
riuscire positiva questa espressione, o da rendere possibile 
un residuo di accorciamento della fune delle taglie, ossia 
da rendere possibile la discesa del peso. 

288. Sia un sistema qualunque di forze P , P f , P" ec. 
Se cominciando dai punti di applicazione di esse si portino 
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sulle loro direzioni le rette p, p , p” cc. fino a punti fissi 
le lineole rette infinitesime p, q, r cc considerate di sopra 
(§. 286.) si potranno considerare come i differenziali delle 
attuali rette p, p', p" ec., e quindi in loro vece si potrà 
porre dp , dp, dp" ec.: allora l'equazione generale delll’equi- 
librio sarà 

Vdp Vdp' P "dp" ec. = 0 (1) 

ritenendo di far negativi quei termini, o momenti netti 
quali la velocità virtuale stimala secondo la forza sia con- 
traria alla sua direzione, o tenda ad accrescerla. 

289. Valori In coordinate delle velocità stimate. 

Se x, y, x sono le coordinate del punto di applicazione di 
P, o del principio di p, e siano a, b, c le coordinate del- 
l’estremità fissa dello stesso p, sarà 

p = l/ r l(x — a)’-+- (y — A)’-*- (* - c)*J, o 


dp — 


{x—a)dx-+-(y — b dy-+-( z — c)dx 
P 


dove si vede, che il dp è dato in funzione delle variazioni 
dx, dy, ds delle coordinate, secondo che si è detto (§. 287.); 
come saranno date in funzioni delle variazioni delle loro 
coordinate i dp', dp" cc. ; delle quali totali variazioni al- 
cune saranno indeterminate, affinchè possa essere possibile 
un moto minimo vario, del sistema, ancorché sia obbligato 
a qualche condizione. 

290. Dalla equazione generale al deducono I’ e- 
qnazlonl per l'equilibrio del moto progreoalvO. Sia 

P = 1/ l(x — a) 1 -*- (y — A)*-»- (*— e) 1 ]. 
p'= 1/ [(x 1 — a') 1 -*- iy'— b')*-t- (*'— cVl ec. 

Si ponga 

x'— x-*-\, y' = y »j, *’= x £, 

(a) *"=* x - y"-- y + rf, x"-= x -e- ?' 
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Si vede chiaro , che le ledere greche sono le coordinale 
di lutti i punti aventi per origine il punto di coordinate 
x, y, x. Poiché il sistema si suppone invariabile, si vede 
chiaro, che nel traslocamento minimo del sistema le dette 
quantità espresse da lettere greche saranno invariabili , e 
solo varieranno le coordinato x, y, z. Ora dp, dp', dp", cc. 
esprimono differenziali di variazione di luogo, e perciò an- 
che l’esprimeranno i dx, dy, dz-, dx', dy', dz' ec.: duuque 
differenziando l’equazioni (a) avremo 

dx'=dx,dy'=dy,dz'—dz-,dx”z=<lx,dy"=dy,dJ'=dz ec. 
Dopo ciò avremo 


dp 


(x — a)dx-*-(y — b)dy-*-(t—c)dz 
P 


j , ( x — a'ìdx-t-ty' — b')dy-*-(z' —e')dz 

P 


Sostituendo questi valori nell’equazione (1) (§. 288.) avremo 



Le variazioni dx, dy, dz di traslocamento minimo qualun- 
que del punto di coordinale x, y, x sono indeterminate, 
quindi, affinché si verifichi 1'auleccdentc equazione debbono 
essere zero i loro coefficienti: perciò 



Digitized by Google 


— 223 — 



Si dicano a, /3, y gli angoli, che la P fa cogli assi orto- 
gonali delle x, y, * e siano /3', /; a", fi", y" ec. gli 
angoli analoghi delle forte P', P" ec: sarà evidentemente 

x — a y — b . *— c 

= cos.a, — = cos.fi , = cos.v , 

P P P 

c cosi degli altri; quindi ('equazioni antecedenti per l'equi- 
librio del moto progressivo diverranno. 

P cos,a P’ cos.a' -i- P" cos.a'' ec. = 0 

(2) P cos./S P' cos./S' P’ cos./3" ec. = 0 
P cos.y P' cós.y' P” cos.y" ec. = 0. 

291. Rlenltante di dne forte conciante ad sa- 
ldo, Per interpretare 1’ equazioni (2) si suppongano tre 
sole forze P, P', P" congiunte in un punto, giacenti in un 
piano, che sia quello delle x, y, ed in equilibrio, in questo 
caso una qualunque delle tre è la risultante delle altre due 
volta in senso contrario. Nell’ipotesi fatta essendo 

y = y'=zf = 90” 
sussisteranno lo due equazioni 

P cos.a — P' cos.a* P" cos.a" = 0 
P cos .fi -+- P' cos./S' -i- P" cos./S*' = 0 

Ora evidentemente gli angoli /9, /3 ', fi" sono complementi 
degli a, a', a", dunque avremo ancora 

P cos.a P' cos.a* P" cos.a” = 0 

(3) P scu.a P' scu.a'-t- P * sen.a'' = 0 
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Si lascinone'! due primi membri le quantità Pcos.a,Pscn.a, 
portando le altre nei secondi membri , si facciano i qua- 
drati delie equazioni provenienti, e si sommino, avremo 

P*= P'’-+- P" J -+- 2 P'P'' (cos.a' cos.a"-+- scn «' sema") = 

P”-*- P' 1 -*- 2 P'P" cos.(a"- a'). 

Ora a" — a' è l’angolo fatto dalle due forze P\ P" che di- 
remo 8: dunque 

(4) P’= P *-4- P' ,:, -+- 2 P'P" cos.5 

292. Si moltiplichi la prima delle equazioni (3) per sen.a, 
e la seconda per cos.a , e dal primo risultamelo si sot- 
tragga il secondo, avremo 

P' (sen.a cos.a' — cos.a sena') = 

P" (sen.a" cos.a — cos.a" sen.a), 

ossia 

(5) P' sen (a — a') = P" sen (a"— a) 

Se fra I' equazioni (3) si fosse eliminata la P" si sarebbe 
avuto 

(6) P sen (a — a") = P'sen (a"— «') 

Dalle equazioni (5), (6) si ricava, che una qualunque delle 
tre forze è come il seno dell'angolo fallo dalle altre due. 
Riunendo questo teorema ricavalo dalle (5), (6), a quello 
che si ricava dalla (4) si vede il teorema del parallelo- 
grammo delle forze ; e perciò 1' equazioni (2) esprimono , 
che per l’equilibrio di moto progressivo d'un sistema qua- 
lunque si richiede , che le somme delle componenti delle 
forze secoudo tre assi ortogonali siano zero. 

293. Equilibrio di rotazione. Si supponga, che l'asse 
della z sia l’asse di rotazione delle forze P, P', P" ec. Si 
suppongano le proiezioni di p, p, p" ec. nel piano delle 
x , y ; evidentemente le coordinate dei due estremi della 
proiezione di p saranno a, A, x, y ; c degli estremi della 
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prelezione di p‘ saranno a', b' , x', y ec. Dall’origine delle 
coordinate si conduca la retta, o raggio vettore R all’estre- 
rao della projezione di p di coordinate a, b, ed il raggio 
vettore r all’estremo di coordinate x, y, e si dicano A, <p 
gli angoli, che i delti raggi vettori fanno coll'asse delle x. 
Si faccia lo stesso nelle proiezioni delle p', p" cc., accen- 
tando analogamcutc le dette quantità R, r, p: avremo dopo 
ciò 

x ■= r cos.i p, y => r sen.p; x'=r' cos.p', y'= r 1 sen.p'; 
x"— r" cos.p", y"= r" sen.p” ec. 

Avremo similmente 

o=R cos.A, é=R sen.A ; a'=R' cos.A’ , b'— R’ seu.A' ec. 
Se si supponga 

p — tp-t- <j, p”= p a' cc. 

si vedrà, che a, a' cc. sono gli angoli falli dai raggi vet- 
tori r' , r" ec. con r ; quindi nella rotazione del sistema 
intorno all’asse delle s rimarranno invariabili, e solo varierà 
l’angolo s. Non accade avvertire, che nella detta rotazione 
gli r, r', r" cc. saranno invariabili. Dopo ciò avendosi 

p — V [(* — o) 1 -*- (y — *)*-•- C* — C ) J J 

se vi si sostituiscano i valori antecedenti di x , y , a , b , 
si facciano i quadrati, c facili riduzioni di trigonometria 
avremo 

p = I/O 1 - 2rR cos.(p - A) -+- R’-+- (z - c) 1 ] 

Qui nella rotazione intorno all’asse delle z non vi è di va- 
riabile che il p, differenziando avremo 
rRscn.(p— A) . 

tip = dp . 

P 

Similmente avremo 

15 
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d l 


, r'R'sen.(p' — A ')dp 


, r"R"5on.(p" — A ')d<p 

d P y * 

quiudi l'equazione 

Vdp -+- V’dp’-v P'dp'cc. = 0 


diverrà 


rRI . + r . R . P - 

p p 

r ., B rp., scn.fp"- A”' 


P 


cc. = 0, 


c so si supponga 

P=p, V= p\ P"= p' ec., 


ciò che si può fare a causa della grandezza arbitraria di 
p, p', p" ec M avremo 

;Rsen.(p — A) r'R' scn.(p'— A') r"R"sen (p" — A")= 0 

Evidentemente rR sen.fp — A) è il doppio dell’ arca del 
triangolo fatto dai due raggi vettori r, R, che fanno an- 
golo p — A , e cosi degli altri termini. Ora questi trian- 
goli come si 6 detto hanno per base lo proiezioni di p,p\ 
p” cc. o le proiezioni delle forze P", P'"ec. o finalmente lo 
componenti di queste forze sul piano delle x, y, che sono 

P sen.y, P' sen.y', P" sen.y". 

So dunque si dicano II, 11', TI" cc. Ic normali calate dai 
vertici dei detti triangoli, che sono nell’asse delle », sulle 
detto basi o sulle componenti 

P sen.y, P' sen.y, P” sen.y cc. 

i prodotti 

Pii sen.y, P'U' sen.y, P"n" sen.y" ee. 
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saranno eziandio i doppi dell’ aree dei detti triangoli , e 
quindi 

PII sen.y -t- P'n' sen./-t- P'n" sen.y " ec. = 0. 

La quale equazione ci dice, che le sole componenti delle forse 
proposte secondo il piano delle x, y normale all'asse della x, 
o secondo piani qualunque normali al detto asse , possono 
produrre la rotazione intorno a quest'asse , e che per l’equi- 
librio si richiede , che le dette componenti moltiplicate per di- 
stanze 17, II', fi" ec. dall'asse diano una somma zero : ossia, 
che la somma dei momenti delle dette forze sia uguale a 
zero. Viene da ciò questo teorema di geometria. Se nello 
spazio si suppongano tante rette , che rappresentino forze 
collegato io equilibrio, condotte ai loro estremi daH'originu 
delle coordinate rettangolari raggi vettori, proiettali i trian- 
goli che ne sorgono sopra i tre piani coordinati, si annulla 
ciascuna somma sopra ciascun piano, in ciò supponendo po- 
sitive le proiezioni appartenenti alle forze rotanti in un seu- . 
so, e negativo le relative alle forze rotanti in senso contra- 
rio. 

294. #1 donno le variazioni delle coordinate In 
rotazioni minime del sistema Intorno agli assi 
coordinati. Si riprendano ('equazioni 

x = r cos .<p, y = r sen.y; x'— r’ cos.y’, y'= r' sen.y' ec. 

c si differenzino come nel caso (§. 293.) onde sorga una 
variazione comune dy, avremo, che 

dx e=s — ydy, dy — xdy ; 
dr'= — y' dy, dy'*= x'dv. 


saranno le variazioni di y, s ; y', ec. dovute alla ro- 
tazione infinitesima dy intorno all’asse delle z. Cambiando 
nei risultamene antecedenti, 

x i ’Ji x', y', cc. in y, z, y , z' ec, e dy in d'p, 
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avremo per la rotazione minima intorno all'asse delle x 
dy — — zdp, dz = ydp\ dy — — z' dtp, dz'= y’ dp ec. 
Cambiando in queste ultime equazioni 

y, z, y', z' ec. in z, a; V, x' ec. e dp in da 
si avranno per le variazioni delle coordinale provenienti 
dalla rotazione miuima intorno l'asse delle y 

dz — — xda, dx = zda; 
dz'-= — x'da, dx' — z'da ec. 

295. Supponendo aver luogo contemporaneamente le Ire 
rotazioni intorno ai tre assi, avremo per le totali variazioni 
delle coordinato 

dx—zda — ydf, dy —xdf — zdp, dz—ydp — xda 
dx'—z'da—y'd<f, dy' —x'dp — z'dp, dz' - y'd'p — x'da. 


296. SI dimostra, che qualunque rotazione mini- 
ma Intorno ad un punto equivale a tre rotazioni 
minime Intorno agli assi coordinati. I’cr vederlo si 
supponga , ebe il punto intorno a cui si fa la rotazione 
sia preso per origine delle coordinate rettangole x , y , z j 
ebe per questo punto ed uno del sistema passi una retta; e 
che per questa e per un altro punto del detto sistema passi un 
piano. Sia la detta retta l’asse delle x', e la retta neH'originc 
a questa normale nel detto piano sia l’asse delle y', e l’asse 
condotto dalla stabilita origine normale al piano delle x' .</ 
sia l’asse delle z. Riferendo i punti del sistema agli assi 
delle x, y, z, ed agli assi delle x\ y , x' aventi la stessa 
origine 6 evidente, che le coordinale x, y, z varieranno 
col moto minimo del sistema intorno all'origiuc, ma saran- 
no invariabili le coordinate x', y , z' degli stessi punti, 
perché con questi punti fanno corpo quelle coordinale. 
Avremo poi dalla geometria analitica I’ equazioni di rela- 
zione fra le due specie di coordinate 
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x — ouc'-*- y~ 
y = ct'x'-*- p'y'-*- y'z' 




■P'y- 


Lc lettere greche esprimono le posizioni degli assi fra loro: 
in guisa che pel moto minimo del sistema esse varieranno. 
297. Poiché per uno stesso punto dovrà essere 

r’-t- 1 ’= x ,3 -<- z n 

delle equazioni («) facendone i quadrati e sommandole ri- 
caveremo l’cquazioni 

a 3 -*- a"’= 1 , /3 , h-/3"U-/8" , sb 1 

(/>) y n -*~ 1, a/3 - 4 - a'/S'-v- a"/3"— 0 

«7 -+- a'/— a"7”= 0, /3y — /S'v'-^/S'V— °- 

Per queste equazioni delle nove quantità a, /3 ec. u\ fi' ec. 
non rimarranno che tre indeterminate. Quaudo x, y, x co- 
incidono con x’, y‘, x 1 dalle {a) ricaveremo 

« = i, fi — 0, 7=0; «'= 0, /S'— I, y = 0; 
«"=0, /5"= 0, v"=1. 

Dopo ciò se si dilTerenzino I’ equazioni (a) relativamente 
alle x, y, x, ed alle quantità espresse con lettere greche, 
ed in esse si supponga x = x', y — y\ x = z' avremo il 
traslocamento minimo del sistema ; dove non supponendosi 
variabile la posizione deli’ origine delle coordinale , sarà 
traslocamento di rotazione. Colla coincidenza poi degli assi 
abbiamo assoluta la variazione delle coordinate. Eseguendo 
tutto ciò otterremo 

I dx = xdx -+- ydj 3 x dy 

(e) | dy — xdo ydfi'-i- xd'/ 

, dz — xdx'- *- ydft"-*- zdy" . 
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Ma Io sci equazioni (A) di condizione differenziate danno, 
col porvi la condizione a=l, j3 = 0y = 0cc. della co- 
incidenza degli assi, 

da = 0, d/5'= 0, df= 0-, d fi-*- da'= 0, 

dy -*- da '— 0, dy'-r- dP'= 0 

dalle quali 

dot — — df, da"= — dy, d(5"= — dy'. 

Si sostituiscano questi valori nelle equazioni (e), ed avremo 
dx = — ydx'-r- zdy, dy = x da ' — zdf", 

dz — — xdy ydf". 

Ora queste coincidono colle equazioni del (295) se si fac- 
cia 

tlot — d'p, dy = da, dp'= dip 

dunque qualunque rotazione minima di un sistema di forze 
intorno ad un punto equivale a tre rotazioni intorno a tre 
assi ortogonali. Da ciò viene, che /’ equilibrio di rotazione di 
un sistema qualunque si esprime coll' equilibrio di tre rota- 
zioni componenti intorno ai tre assi, e che l' equazioni espri- 
menti nulle queste rotazioni si avranno dalla formolo generale 
dell'equilibrio ponendovi in luogo delle variazioni infinitesi- 
me delle coordinate » loro valori del (§. 295). 

298. Equazioni di condizione per l'equilibrio di 
rotazione d’un sistema qualunque. Abbiamo 


d P — 


(x—a'dx- i-(y — b)dy-*-(z — c)dz 


dp’= 


(x’-a')dx'+[y'-b')dy'+(z'-c')dz' 


Sostituendo in questi i valori del (§. 295) avremo 

(ay — bx)df-*-(bz — cy)d'f-*-(cx — az)dto 
dp — 


•Digitized by Cio c c le 


— 231 — 


j , (a'y'— — c'y')dif)-*-(c'x' — a'z')dv 

dp -j 


Ponendo questi valori nell'equazione generale (§. 288.) si 
ridurrà alla forma 

L dijj Mdu Ndf = 0, 

dalla quale, per l'iiidclermiiiazione dei dilfcrenziali, avremo 
L = 0, M = 0, N *= 0 


ossia 



ora abbiamo 


x — a y — b » * — c 

= cos.a, = eos.p, — - = cos.y: 

P P P 

quindi 

a = x — -p cos.a, b = y — p cos./3, c = * — p cos.y, 
e cosi degli altri accentati. Ponendo questi valori nelle 
equazioni (d) avremo 

P(ycos.y— *cos./3)-t-P'(y'cos.y'— z'cos./3') ec.**»0 
(«) P(zcos.«— *cos.y)-t-P'(a'cos.flt'— af'cos.y') ec.=0 

P(xcoa./3— ycos.«)-+-P'(x'cos./3'— y'cos.at') ec.=0 

La prima delle quali mi da nulla la rotazione intorno al* 
l’asse delle x, la seconda nulla la rotazione intorno all’asse 


Digitized by Google 



— 232 — 

•Ielle y, la ferita nulla la rotazione intorno all’asse delle s. 
Si vede chiaro , che la prima ci esprime nulla la somma 
dei momenti delle componenti delle forze sul piano delle 
y ’ z rispetto I osso delle x, e cosi delle altre due equazioni. 

299. Condizione Algebrica perchè nn sistema di 
punti disposti con contiguità geometrica sia inva- 
riabile. Supponiamo, che x, y, z sieno le coordinate di 
un punto; quelle d’un altro contiguo saranno 

x -+- dx, y - 4 - dy, x-t- dz. 

Se in questo invece di x, y, x si ponga 
x — dx, y — i— dy, x -+— dz, 

saranno 

x -+- 2 dx-*- d J x, y -4- 2 dy -+- d'y, z 2dz d'x 
le coordinate di un terzo punto contiguo al secondo; e se 
in queste si porrà similmente 

x dx, y i -dy. x-t- dz 
invece di x, y, x saranno 

x -i- 3dx - 4 - 3 d'x -t- d J x, 
y — i— 3 dy 3d’y -t- d 3 y, x -t- 3d; -t- 3 d’s -t- d 3 x 

le coordinate di un quarto punto contiguo al terzo. Fa- 
cendo le somme dei quadrati delle differenze delle coordi- 
nale del secondo, c del primo punto; del terzo, e del pri- 
mo; del quarto c del primo, avremo che i risultaraenti 

J dx’-4- dy ! -+- dz*; (2dx -4- d'xf-t- 

{ (2dy-4-d 1 y)’- + -(2dz-.-d’z) I ;(3dx-i-3d , x-+-d 5 x) :, -4- 

(m) ! 

f (3dy-t-3d , y-+-d , y) , -t-(3r/z-t-3d 1 z-+-d , z) 1 ce. 

ci daranno i quadrali delle distanze dal primo punto qua- 
lunque, del secondo, del terzo, del quarto c cosi degli altri. 
Si supponga per brevità 
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dx I 2 * * -*- rfy dz*—ot. 

d 7 x *-*- d’y*-e- d 7 z 7 — fi 
d^x'-t- d , y*-*~ d ì s 7 -- 7 


e le quantità (m) diventeranno 
^ oc, 4» -e- 2 dx (2, 9at 


9rf» 


(r) 


9/S 


/ 3{<P a - 2/j) v*- 3d,3 ■+- y, oc. 


Egli é evidente, che la condizione detriti variahil i tà del si- 
stema consiste nel mandare a reto le variazioni delle quan- 
tità (r), che sono i quadrali delle distanze dei punti da uno 
qualunque. Poiché però nella (r) si trova già un dilferenziale, 
che si ha dal passare da punto a punto del sistema, c nel 
nostro caso dobbiamo avere il traslocamcnlo infinitesimo dei 
punti, ossia il passaggio minimo dei punti da punto a punto 
dello spazio , per dir nullo questo traslocamene a causa 
dcH’invariabililà del sistema bisognerà con lettera diversa 
esprimere questa seconda variazione, perché la prima é di 
passaggio geometrico da punto a punto del sistema, che di- 
pende dalla sua configurazione geometrica, mentre I' altra 
é di passaggio con molo da luogo a luogo nello spazio. Per 
questa variazione assumeremo il 3 nel differenziare. Dopo 
ciò l'invariabilità del sistema sarà espresso dalle equazioni 

3o:=0, 4òat-<-23(/«-*-3^3=0 
93»--93J<*- ( 33£— 33(T«— 33d,3- 87=0 



I differenziali per d, e 3 non avendo niuna relazione fra loro 

si possono scambiare , ed invece di 3da e di 3(Ta cc. si 

potrà scrivere d$u, d 7 3oc ec.: quindi avendosi dalla prima 

delle equazioni (<) 3st — 0 sarà anche 8 djt = d3ar — 0 , e 
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perciò dalla seconda delle {>) ricaveremo d/3 = 0. Simil- 
mente essendo 

dd’a = d’ Sa = 0, 5dj3 = dS(3 — 0, 

dalla terza delle (*) avremo 3y:*=0. Quindi l'invariabilità 
del sistema viene espresso da 

Sx — 0, 3/3 =0, 3y = 0 ec. 

Se si vada alle equazioni (n) e si differenzino per 3, e si 
avverta di portare questa differenziazione immediatamente 
sulle variabili, avremo, che ('equazioni di condizione del- 
l’in variabilità del sistema si riducono alle seguenti 

dxdSx dydSy dzdSz s= 0 

d*xd' 3x -+- d'yd'Sy d’irf'Sz = 0 

d l xd*Sx ■+- rf’yd s 3y -t- d , xd , Sz = 0 

300. E«prea«lonl delle variazioni delle coordi- 
nate pel moto minimo qnatanqae del oiolems con- 
tinuo Invariabile. Egli è evidente , che se dalle equa- 
zioni (m) potremo ricavare i valori di Sx, oy, Ss, essendo 
queste variazioni per un traslocamcnto qualunque dei punti 
del sistema invariabile, saranno variazioni delle coordinate 
dei punti pel moto minimo di questo, simultaneo di moto 
progressivo, e rotatario. 

301. Ora è evidente che per sbarazzare i Sx, Sy, St dai 
differenziali che si trovano nelle (u) conviene farvi le in- 
tegrazioni. A questo intendimento si supponga la x varia- 
bile principale cosicché d’x == 0, d s x = 0ec.: allora la se- 
conda c terza delle equazioni (u) diventeranno 

d’yd’dy -+- d 1 zd , Sz = 0, 

</ s yii 3 3y -t- d^zd'Sz = 0. 
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La prima di queste equazioni ci dà 


e differenziando 




d’z 


«y = - V - C - T&) • 

d y 'd y d’y 1 / 

Sostituendo questo valore nella seconda delle (y) si troverà 
tutta divisibile per 

d 3 yd’s 


d 3 z — 


A 


e si troverà, fatta la divisione, , 

d*Sz — -r~- d’Sz = 0 , 

“ » 

da cui si ricava integrando (1) d’3z = 3 LcTy, dove 3L é 
la costante arbitraria. Se nell’equazione di sopra 

d’3y = - 5? <T3z 
d y 

si ponga questo valore di d a 8z = dLd’y avremo 
(2) d’3y = - 8L d'z. 

Integrando le due equazioni (1) , (2) , ed aggiungendo le 
costanti 3M dx, 3N<iz avremo 


(3) d3x = 3Ldy — 3Miiz, (4) dSy = — dLd* 3Ndr 
Sostituiti questi valori nella prima delle equazioni (a) 


dxdSx dydòy dxdòz = 0 

troveremo 

(5) dSx = — dNdy -+- 3Md* 

Integrando le (3), (4), (5), ed aggiungendo le costanti SI, 
Sm, Sa avremo 
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<L c = di — y3N zdM 

3y = in» x iN — sii. 
is = ii» — xiM -+- yiL 


Egli è poi facile vedere, che questi sono i soli valori che 
si possono ricavare dalle (u), perché soddisfano a qualunque 
di esse, che può rappresentarsi da 


d'xd" ir -t- d'yd" iy d‘‘zd"Ss — 0 

302. Forinola generale dell equilibrio tradotta al 
eaao del alatemi di pnntl contigui. Sia dm una mo- 
lecola infinitesima del sistema, siano x, y, s le suo coordi- 
nate ortogonali, e siano X, Y, Z le forze secondo i tre assi 
a coi colla decomposizione , e composizione siano ridotte 
quelle dalle quali é animata la detta molecola. In tal caso 
i quantitativi delle forze, dalle quali sarà animata la mole- 
cola saranno Xdm, Y dm, Z dm. Egli è chiaro, che le velo- 
cità virtuali stimate in queste forze saranno dx , òy , Sz, 
perchè le x, y, s vanno ai loro punti d'applicazione, e sono 
nella direzione delle loro rette. I differenziali sono per 3 
perchè sono variazioni di traslocamelo, mentre nelle forze 
Xdm, Y dm, Z dm vi e il differenziale del solido geometrico, 
che si ha passando da punti a punti della massa. Dopo ciò 

Xdmdx h- Ydm3y Zrfm3s 

sarà il momento di velocità virtuale della molecola dm, e 
l'integrale di questa quantità sarà la somma dei momenti 
di lutto il sistema : questo integrale dovendo essere defi- 
nito si esprimerà con 

S (X3x -t- Y3y ZSz) dm, 

che deve esser zero in caso d'equilibrio pel teorema fon- 
damentale delle velocità virtuali. Quindi avremo 
(7) S (X3x -t-Y3y Z3 j) dm = 0. 
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303. Equazioni di condizione per ('equilibrio di 
nn al «tema continuo di forze. Nella (7) si pongano i 
calori di 3x, Sy, òz delle equazioni (6); poiché 

3/, Sm, Sn, 3L, 3M, 3\ 

sono costanti relativamente ai differenziali per d, e perciò 
relativamente all'integrale, si potrauno portare fuori del se- 
gno d'iningrnzionc, e perciò avremo 

SlSXdm -+- SmSYdm SnS7.dm 
3NS (Yx — Xy) dm 3MS (X* — Zx) dm 
3LS (Zy - Yz) dm = 0. 

Poiché 

SI, Sm, Sn, 3L, 3M, 3N 

sono quantità indipendenti ed indeterminate , I' equazione 
antecedente si dovrà verificare mandando a zero gl’ integrali 
che le moltiplicano, c quindi avremo per le condizioni del- 
l’equilibrio del sistema 

SXdro = 0, SYdm — 0, SZrfm = 0 
S (Yx — Xy) dm = 0, S (Xz — Zx) dm = 0, 

S (Zy - Y s) dm = 0. 

Si vede chiaro, che le prime tre esprimono la condizione 
dell'equilibrio del molo progressivo, e le altre Ire del molo 
rolalario. 

CAP. XV1I1. 

Equazioni di condizione per un sistema 
di forze in equilibrio. 

304. Dlflfcrenzlalc d una retta normale ad una sa- 
persele qualunque. Supponiamo una superfìcie qualun- 
que di equazione differenziale 
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(a) A </x Bdy -i- Cd: — 0, 

e supponiamo, clic a questa debba essere normale la forza 
P, e perciò anche la retta p , (§. 288). Nel molo minimo 
del sistema il punto d’applicazione di questa forza sulla su- 
perficie dovrà rimanere su d'essa, e perciò il detto punto 
d'applicazione dovrà percorrere le lincole infinitesime t che 
partono da questo punto e che si trovano sulla detta su- 
perficie: ma a queste deve esser normale la P, o la p: dun- 
que la velocità virtuale del punto d'applicazione di P deve 
essere ad essa normale: perciò la velocità virtuale dp sti- 
mata secondo essa deve esser zero: dunque dp = 0 è la 
condizione onde p sia normale alla data superficie ; ossia 
deve essere 


(x — a) dx -+- (y — b) dy -+- (* — c) d: — 0. 
Dovendosi questa identificare colla (a) dovrà essere 


A 

C 



da queste 


x 




A (z — c) 
C 



y 


B (;— c) 
C 


Poucndo questi valori in 

, (x — a)dx^-{y—b)dy-*-(:—c)di 

P ~V [(*-«)’-*-<¥ 

avremo 

kdx-i-Hdy-t-Cd: 

P ~ |/ (A 1 w-B , -v-C r ) ' 

Si supponga 

kdx -t- Bdy Cds = du 


sarà 
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e quindi 

d fa 

' |/[(£>'~ (£)'-(£)'] 

305. Equazioni di condizione. Siano ora 

L = 0, M = 0, N = 0 ec. 

l’equazioni fra coordinate de! sistema, che esprimano con- 
dizioni alle quali il sistema debba essor soggetto, I' equa- 
zioni differenziali di variazione delle dette coordinate sa- 
ranno 

</L = 0, dii = 0, dS — 0. 

Eliminate con questa dall’equazione generale dell’equilibrio 
(§. 288.) altrettante variazioni di ordinale , le residue sa- 
ranno le arbitrarie, ed in conseguenza si potranno mandare 
a zero i loro coefficienti, c ci forniranno cosi l' equazioni 
di condizione dell’equilibrio del sistema di forze assogget- 
tato alle proposte condizioni. 

306. Invece di eseguire la delta eliminazione si possono 
moltiplicare l'cquazioui <iL = 0, dii = 0 cc. per quantità 
indeterminale X, /a, v cc., c l'cquazioui 

XdL = 0, fidil = 0, vd N == 0 

aggiungerle all’equazione generale dell’ equilibrio. Nell’ c- 
quazionc proveniente si considereranno arbitrarie le varia- 
zioni di latte le coordinate e perciò si manderanno a zero 
i loro coefficienti. Dall’equazioni risultanti si dovranno eli- 
minare gl’indeterminati moltiplicatori X, /a, v cc. 

304. Dalle condizioni, alle quali è aaaoggettnlo 
il sistema al ricavano forze. Sia dL un difTercnzialc 
delle coordinate x', y', s; x\ y", x" cc. si faccia 

d L = di,'-.- di." ec. 

in guisa che dL' contenga i soli dilferenziali di x' ,y‘ ,x jdl/ * 
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contenga quelli di x", y 1 ', z", e cosi degli altri. Posto ciò 
la parte di condizione cioè XdL 1 si può esprimere con 




dV 


R<£) - ©'*(!)'] 


Questo secondo fattore essendo (§. 304) il differenziale della 
normale alla superficie di equazione differenziale dL'= 0, 
sarà la velocità virtuale stimata nella forza normale alla 
superficie nel punto di coordinale x', y, x\ e rappresentata 
in intensità dall’altro fattore 





Lo stesso si ricaverebbe dall’altra parte di condizione dL"ec., 
c cosi da tutte le parti delle altre condizioni 

dii = 0, </N = 0 cc. 


308. Applicazione. Sia un punto materiale animalo da 
forze qualunque, che si riducano a tre X , V , Z secondo 
tre assi, sarà 

XiLc -t- Y dy -+- Z dz 

la somma dei momenti delle dette forze. Sia il punto ob- 
bligato a rimanere sopra una superficie di equazione dif- 
ferenziale dL = 0, in tal caso al trinomio antecedente do- 
vrà aggiungersi XdL , onde avremo per l’equazione dell’e- 
quilibrio 

Xdx -+- Y dy -e- Z dz XdL = 0. 

Ponendo in questa in luogo di dL il valore 
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ed uguagliando a zero la somma dei coefficienti del diffe- 
renziale di ciascuna ordinata avremo 



ed in queste eliminando A, i risui (amenti 



esprimeranno l’cquazioni dell'equilibrio delle forze applicate 
al punto necessitato a rimanere sulla data superficie. Se 
questa é sferica avremo 

Yx — Xy = 0, Zx — Xx = 0 

La forza normale alla superficie prodotta dalla forza pro- 
posta, o fa pressione del punto sulla superficie, c per con- 
seguenza la reazione della superficie, sarà espressa da 

dove ponendo i valori di 



ricavali dalle equazioni (a) avremo, che la forza di pres- 
sione del punto sulla superficie sarà 

K(X J -e- Y’-*- Z a ): 

Ifi 
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questa è la risultante delle forze : dunque la condizione 
dell’equilibrio è, che la risultante delle forze dei punto sia 
normale alla superfìcie, come è chiaro d'altronde. Liqua- 
zioni (4) di condizione si sarebbero avute subito dall’climi- 
naro la dz fra le due equazioni 


Xdx -t- Ydy-i- Zdz = 0 



309. Caso In cnl II ponto materiale è necessitato 
a stare aoprn una linea qualunque. Siano 

dy ras pdx, dz — qdx 

liquazioni differenziali della detta linea , cioè liquazioni 
differenziali delle sue proiezioni sopra i piani delle y, z; 
e delle s, x. In tal caso basta sostituire i valori di dy, e 
dz nclliquazionc 

Xdx Ydy -4— Zdz = 0 

e mandare a zero il coefficiento di dx, con ebe avremo 
X -t-Yp Zq = 0: 
condizione dell’ equilibrio. 

CAP. XIX. 

Del poligono funicolare. 

310. Eqnazlone dell 'equilibrio. Sia una fune flessi- 
bile ed inestensibile. Agli estremi di questa siano applicate 
forze , che per ogni punto ridotte a tre secondo tre assi 
ortogonali, le forze in una estremità della fune siano X' , 
Y' , Z' , o le forze nell’ altra estremità siano X' 1 ' , Y'" , 


« 
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2'". Vi siano poi ad un punto interposto applicate forze ri- 
dotte alle tre X 1 , Y”, Z '. Le coordinate del primo punto 
siano x ! , y', z'; del punto intermedio siano x", y", j"; e del- 
l’altro estremo siano x"\ y 1 ", Supponiamo, che le dette 
forzo stirando i due capi di fune siano in equilibrio) rica- 
viamo dalla forinola (§ 288) generale dell’equilibrio l’equa- 
zioni di questo equilibrio particolare. 

311. Si vede chiaro, che la condizione cui va soggetto 
questo sistema è, che i due capi di fune non possano ne ac- 
corciarsi , ne allungarsi , cioè che siano zero i loro diffe- 
renziali. Se dunque si dicano f, g le lunghezze di questi 
capi , la detta condizione sarà espressa dalle equazioni 
df=0, dg= 0. Quindi facendo uso dei moltiplicatori avremo 
l’equazione generale d'equilibrio 

\'dx'+Y , dy'+Z'dz'+X'dx”+Y' , dy , ’-*-Z"di''-*- 

\ m d*>'+Y"'dy‘*+l"dx''+\df+tidg=0. 

Si pongano in questa i differenziali di f, g ricavati dalle 
equazioni 


f= *’)*-+- (y"- (x"~ *')’] 

9 =yi(x"'- *")*-+. (y'"_ y')*-*- ( a '"_ *")>]• 
e si uguaglino a zero le somme dei coefficienti del differen- 
zialo delle stesse coordinate, ed avremo le novo equazioni 
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fff m n 

Z"'-+- [i. - — — =o 
9 


Se si aggiungano insieme tutte queste equazioni avremo 


(d) 


X'-+- X"-*- X'".= 0 
Y’-+- Y"-+- Y"'~ 0 
Z '•+■ Z w -4- Z'"— 0 


Queste equazioni ci dicono , che non vi può essere moto 
progressivo' nel poligono. Si aggiungano insieme l’cquazioni 
(b) (c) avremo 


X"- 


; (x " — ar 1 ) = 0 


Y"-*- Y'"-t- ^(y" — x ') = 0 

Z"— i— Z y(*"- s') = 0 

Se fra queste a due a due si elimini X avremo 

Y"-4- Y'"— y "—, (X"-+- X'") = 0 
ar — x 

Z"-t-Z (X"-*- X’"J = 0 

Le quali colle equazioni (i) equivalgono alle due • 

i Y' (x"~ x') = V (y" — yO 

(e) < 

Z'(*"- *') = *' (*"-*') 
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Final mente tra ('equazioni (e) si elimini la ( i avremo 
( Y'" (x'"~ x") — X’" y") 

(/) 

( Z"' (x m ~ x") = X m x") 


312. Proprietà del poligono ricavate dalle equa- 
zioni. Inequazioni (e) mi dicono, che sono nulle le rota- 
zioni, che tendono a produrre le forze X', Y', Z’ intorno 
agli assi che passino pel punto ove sono applicate le forze 
X", Y", Z"; o clic è nulla la rotazione Intorno questo punto, 
[/equazioni (/) dicono nulla la rotazione intorno allo stesso 
punto, che tendono a produrre X'", Y"', Z"': perciò i due 
capi di fune che si congiungono nel punto (x", y", z") non 
possono rotare intorno a questo punto, e quindi non si può 
aprire ne chiudere l’angolo fatto dai due detti capi. 

310. Si ricavano dai moltiplicatori le tensioni del 
poligono. Nel nostro caso abbiamo 


dL=d{— 


(x' , -x%dx , '-dx^y''-y%dy , '-dy')+(z , '-i , )(dx'’-dx‘) 

f 


dhl=dg 


(x'"-x")(dx"'-dx")-<-( y'"Y)(dy , Uy ,, )+(z"-z'')(dx ll ’-dx'') 

f 


dunque per riguardo al primo punto, di cui le coordinate 
sono x', y', z' avremo 



,</L\ _ z"-z' 

\ dz'ì ~ f '' 


dunque 


vUc"-xy-*-(y"-y'W~*Tl 

f 
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Ora il moltiplicatore A mi da nna forra 




normale (§ 288) ad una superficie di equazione <ÌL'=0 , 
e questa superficie é una sfera di raggio f, e di centro il 
punto di coordinate x",y'\x'\ che si sono supposte costanti, 
dunqne — A è una forza al punto di coordinate x', y', z' 
diretta secondo il capo di fune (■ 

Si troverà allo stesso modo , che al punto di coordi- 
nale x” , y" , a" vi ò una forza contraria -t- A pur diretta 
secondo f : dunque il capo di fune f 6 teso da due forze 
uguali e contrarie applicate alle sue estremità, perciò A é 
la tensione di calcolo 

314. Dopo ciò riflettendo sulle equazioni (a) si vede, che 



sono le componenti della tensione secondo i tre assi: quindi 
facendo i quadrati delle tre equazioni (a) , e sommandole 
si troverà X”-«- Y' 1 -»- Z”= A 1 , cioè la forza applicata nel 
punto (x\ y, ~) è uguale alla tensione. Lo stesso si avrà 
dalle equazioni (c), cioè, che la forza applicata in (je'",y 
è uguale alla tensione fi. Che poi dette forze siano secondo 
i capi di fune f, g è chiaro, perchè altrimenti non potreb- 
bero produrre tensioni ugnali alle loro intensità. 

315. Liquazioni (A) dicono ebe la somma delle compo- 
nenti della forza applicata in (x", y", x") e le componenti 
secondo gli stessi assi delle tensioni dei capi di fune che 
si uniscono nel detto punto sono parzialmente zero: dun- 
que la forza in quel punto o lo tensioni A, fi dei due capi 
contigui sono in equilibrio , cioè ciascuna volta in senso 
contrario è la risultante delle altre due , come per es. la 
forza nel detto punto volta in senso contrario è la risul- 
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tante delle tensioni dei due capi contigai di fune. Può es- 
sere un esercizio l'estendere il caso a quattro punti d' nn 
poligono funicolare, e si ritroveranno le stesse conseguenze 
testé ricavale. 

CAP. XX. 


Equilibrio d ' un /ilo flessibile ed inestensibile. 


316. Equazioni d’eqnlllbrlo. Sia 


ds — lS(dx 2 — dy 2 -*- di 2 ) 


l'elemento, o latercoio delia curva di questo filo: l’invaria- 
bilità della sua lunghezza sarà espressa da 3ds = 0: dun- 
que all’equazione 

(») S(\òx -4- YSy -4- Zdz) dm — 0 


si deve aggiungere SXdds — 0. Si prenda la variazione di 
di o di 

, l / r (dx'-*- dy 2 — di 2 ) 

ed avremo 

X! dx8dx->-dySdy~*-d:$dx 

a _ 

quindi 

SA3d* = SA — òdx -4- SA ~ òdy -f- SA — odz 
ds ds J ds 


cambiando 3d in dì, ed integrando per parli avremo 

I SA ~ 3dx—X" % 3x"-A' % 5 x*- S d.A ~ 9x 

ds ds" ds ds 

SA ~l 3dy—X" d t dy"-y “Vty _ Sd.A d j s 3y 

SA j 3dy=X" dx”-\' % W - Sd.A % 3i 

ds J ds" ds' di 
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(love le quantità accentate sono gl'integrali ai due estremi 
del Glo, e riguardano qualche condizione a cui queste estre- 
mità possono essere assoggettate, come di rimanere sopra 
d’una curva, o d’una superfìcie. 

317. Àggiungend9 ('equazioni (n) alla (m) avremo 

*( Zdm -* *-£) 5z ] 

X'dx" „ X'dy"Sy" X’dx'tx" XdxSx' 

di" ,tS ' + ~ ds " - dì" di' 

Xdy'Sy' Xdz'ìz’ _ 

di' dz' ~~ U 

La parte da integrarsi indeterminata deve esser da se zero, 
e perciò deve essere zero il suo differenziale , o la quan- 
tità sotto il segno integralo ; e poiché le dx, òy, òs sono 
indeterminate indipendenti, saranno parzialmente zero i loro 
coefficienti; perciò avremo 


(r) 


Xdx 

\dm — d. — = 0 
ds 


Y<im —d. — = 0 

ds 


Zdm _ d. — 0 

ds 


Integrando ('equazioni (r) avremo 


é-T le 



X — — A -+- fXdm 




Se tra queste si elimina la X avremo 
f ,/y _ B-*- fYdiii 

1 dr A-t- fXdm 

(o) 

I dz C-t- fZdm 

Jx ~ A-t- fXdm 

Il moltiplicatore X come si è veduto nel poligono funico- 
lare esprime la tensione della curva funicolare. 

318. catenaria. Supponiamo la curva animala da forze 
parallele secondo le x, che supporremo verticali dal basso in 
alto essendo le y orizzontali; in tal caso Y = 0, Z = 0, o 
perciò la seconda e terza delle equazioni (s) daranno 

\dy Xdz 

— != B. — = C. 


dalle quali 


dy K 

-p = — > Cy = Bx 1) : 
rax l. 


dunque la curva funicolare , nel nostro caso catenaria , 6 
tale, che la sua proiezione sopra d’ un piano 6 una retta, 
dunque deve essere una curva a semplice curvatura. 

319. Si supponga dnnque questa curva nel piano delle 
x , y : in tal caso essendo nella terza delle (s) Z=0 , x— 0 
sarò identicamemcntc nulla. 

320. La seconda ci dà 

XÌ»_B, ove X 
(U ds 
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e la componente della tensione \ secondo lo dy, o y oriz- 
zontali: dunque la tensione orizzontale nella catenaria è 
costante. 

321. La prima delle (o) divisa per 

Xdu „ , dx A-t- fXdm 

-T- = B darà — = £- . 

di dy B 

Se si supponga portata ('equazione al punto più basso della 
catenaria ove la tangente è orizzontale, e che quivi s’ in- 
comincino a calcolar le forze X, avremo in quel punto 

^ = 0, fXdm = 0 
d 'J 

e perciò A =0: dunque l’equazione della catenaria sarà 
Bdj- s= dy fXdm, come nel (§ 128). 

CAP. XXL 

Della lamina alastica. 


322. Angolo di eontlngcnxn. S'immagini una lamina 
elastica piegata a poligono da forze, l'elasticità E tenderà 
a diminuire I’ angolo e formato da un lato col prolunga- 
mento dell'altro, con cui fa angolo. Se si dicano f, g que- 
sti due lati, ed h la retta che congiunge le loro estremità 
non congiunte, sarà 180— c l’angolo incontro a questo lato 
quindi 


— cos.e = 


h'=r+g' 

f'+g'-k' 

2 fg ’ 


2 fg cos.(180 — e), e 

4/v-(r-y-* t 


e sen. e — 


w 


Se si suppone, che questo poligono clastico diventi una cur- 
va elastica e siano x, y, x le coordinate del principio del 
latercolo ds, saranno x -t- dx, y dy, z dx le coordinate 
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del suo termine; o del principio del secondo laiercolo. Le 
x 2dx d a x, y -*- 2 dy -*- d 1 y, x -*- Idz d’i: 

saranno le coordinate dell’altro estremo di questo secondo 
latcrcolo, dunque le differenze dello coordinate dell’ estre- 
mità del primo latercolo saranno, dx, dy, dx ; e le diffe- 
renze delle coordinate dell'estremità del secondo saranno 

dx -*- d'x, dy d 1 y, dx -*- d*x 

questi latercoli corrispondono ad f, c y del caso antece- 
dente; dunque 

f* = dx 1 -*- dy 1 -*- dx 1 — d »*; g 1 « (dx — d’x) 1 
-*- (dy -e- d’y (dx — d\) x = dx 1 -*- dy 1 -*- dx 1 
-*- 2 (dxd’x dyd’y -+- dzd’z) dV-f- dy-*- dV 

= ds 1 -*- 2 drd’s — *— dV-+- d 1 y 1 -*- dV. 

323. Le differenze poi delle coordinate delle estremità di 
h saranno le differenze delle coordinate del principio del 
primo latcrcolo, e di quelle del termine del secondo: quindi 
avremo 

h'= (2 dx —*— d'x) 1 -*- (2dy -t- d*y) a -+- (2 dx -*- iTx) 1 
= 4 ds*-*- 4 dstPt -+- d'x 1 -*- iPy 1 -*- d*x 2 
dunque 

f 1 -*- g'— **= — 2d* a — 2 dsd\ e 

4 fg 1 — (/*-*- g 1 — A a )’= 4d*'< -+- 8 d* 5 d a « 4ds’(d 5 x a 

-v d'y 1 -*- dV) — 4 (dx 1 -*- did 1 s) 1 — 

Ads 1 (dV-s- dy-*- dV— dV): 

quindi trascurando grinfinilesimi di terz’ordine avremo 

dV-edV+d’^-d’i’ 

sen. e = -= . 

ds 

Poiché questo valore di sen.’e é un infinitesimo di secondo 
ordine, quello di sen. e sarà un infinitesimo di prim’ordine 
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onde il seno si confonderà coll’arco, e potrà farsi 

l^(d V— d 2 y '--d V - d's) 
e . ^ 

L’angolo or calcolato esteriormente fatto da un latercolo 
della curva col prolungamento del suo latercolo antece- 
dente, con cui si congiungc, si dice angolo di contingenza. 

324. F.qanzlone della Iantina curva In equili- 
brio. L’elasticità E tendendo a diminuire l'angolo di con- 
tingenza, il suo momento di velocità virtuale sarà Ede. Si 
dovrà dunque prendere la variazione del valore (§. 323.) 
di e. Ma si ha la condizione (§. 316.) ode = 0 dell' inva- 
riabilità della lunghezza lamina, c perciò 

. dòds= 3d 2 s — 0: 

quindi nel prendere la variazione di e si supporranno co- 
stanti ds, e d 2 s: perciò avremo 

_ d 2 xid 2 x-*-d 2 yàd 2 y-*-d , zdd 2 z 
° e ~ di^(dV-4-dy-+-dV-dV) ’ 

Sostituendo questo valore in SEdr, c per abbreviare facendo 

* , 5 

d*i^(dV-4-dy-fc-dV-dV) 

« sarà 

SEde =SI d 2 x5d 2 x -*-Sl d’ydd’y -i-SId 2 sdd’z. 

Si muti dd, in dd e si faccia la successiva iutcgrazionc per 
parti in ciascnno di questi termini per liberare le varia- 
. /ioni dx, dy, d z dalle differenziazioni seconde, e si ritenga 
la parte sotto il segno S, esprimendo con M, N, P le altre 
quantità portate ai limiti, ed avremo 

Sld’xdd’x = Sd 2 (Id 2 x) dx -v- M 
Sld 2 ydd 2 y = Sd 2 (Id 2 y) dy -+- N 
SlJ’zdd 2 ; = Sd' (ld 2 z) dz I* 
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Aggiungendo la somma di questi valori di SEde ed anche 
SXdds =0, che viene dalla condizione dds = 0, all’ equa- 
zione generale 

S (Xdx -t- Yoy -+- Zdi) dm — 0, 

c mandando a zero le quantità sotto l’integrale, che sono 
i parziali coefficienti di dx, 5y, 3z avremo 

\dm — d ^ -e- d’fld’x) = 0 
ds 


Y dm — d^-+- d’ild'y) = 0 
ds 

Zdm — d~-<- d’(Id J s) = 0 
ds 


Una prima integrazione ci dà 

X — — d (Id’x) = A JXdm 

X^-d (Id ! y) = B - 4 - /Ydm 


X - - d(\d 7 z) = C - 4 - /Zdm 


Si elimini X, ed avremo 

dxd.(ld , y)-dyd.(Id , x)=(A-4-/Xdm)dy-(B-4-/Ydm)dx 
dxd. (Id’z) - dz<L{ Id\r)=( A-f- fXdm)dz — (C-t- JZdm)dx 
dyd.(ld 7 z) — dzd.(Id’y)=(B-*- f\dm)dz — (C-t- fZdm)dy 
le quali integrate ci daranno 

! l(dxd*y — dyd*x)«=»F-+- /( A-+- fXdm)dy — /{B-t- /Ydm)dx 
ì(dxd 7 z — dzd I x)=G-+- /(A-t- fXdm)dz — /(C-t- JZdm)dx 
l(dyd 7 z — dzd 1 y)=H-+- /(B-t- f\dm)dz — /(C-*- fZdm)dy 
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325. Vnl«re dellcInsUcltt». Si stabilisce comunemente, 
clic l’elasticità sia in ragione inversa del raggio osculatore: 

g 

dicendo p questo raggio sarà = — , ove K è costante . 

326. Col dnto valore della elasticità al trova l'e- 
quazione della lamina. Ritornando ai nostri due lati 
f, g se dai loro punti medi si aliino due normali f, g' 
che concorrano in un punto, qui formano l’angolo fatto dal 
prolungamento di f con g, perché nel quadrilativo provc- 
viente, come l'angolo fatto da f, g' è supplemento di quello 
fallo da f , g, cosi di questo é supplemento I' angolo fatto 
dal prolungamento di f con g. Si supponga ora, che questi 
dué lati diventino inGnilesirai, l'angolo fatto da f, , g' sarà 
l’angolo di contingenza, e le due f, g' si potranno supporre 
uguali. Ora se con un raggio uguale ad una per es. f si de- 
scriverà un arco di circolo questo combacierà colla curva 
nell'arco formalo dai due latercoli infinitesimi f, g, che nel 
caso nostro sono ognuno ds, c perciò combacierà coll’arco 
interposto fra f , c g' cioè coll'arco ds = i (ds -t - ds): dun- 
que essendosi detto p il raggio osculatore avremo 

• pe = ds , c p = — : 

dunque 

Kc F 

E = — i ma era (§. 323,324.) I == — - : 
ds eds 

. . K 

dunque I = e perciò costante, supponendo ds costanle. 

327. Lamina curvata da forze alle estremità. Il 

caso più semplice cd il più ordinario è quello in cui le forze 
X, Y, Z continuate nella lamina sono nulle, e che la curva- 
tura della lamina venga solamente da forze applicale alla 
di lei estremità. In tal caso nell'equazione (1) (§. 324) spa- 
riranno la quantità J\dm , f\ r dm , fZdm , e ponendovi 

in luogo di I avremo 
ds 3 
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dxd'y — dyd’x 


di 5 

dxd 7 s—dxd‘x 
di * 


= F -+- Ay — Bx 
= G Ai — - Cx 


K J - f » = H ^ B. - C, 

as 3 


nelle qaali A, B, C essendo i valori degli 
fXdm, fYdm, fldm 

alle estremità della lamina saranno le forze in questi punti 
secondo le x, y, s. 

328. Caoo della lamina a semplice enrvntura. Sup- 
poniamo, che la lamina sia a semplice curvatura, c che sia 
nel piano delle x, y, essendo le x verticali, “e le y orizzon- 
tali. In tal caso delle tre (2) rimarrà la prima 

<w* 

Se si confronti il moltiplicatore di K col valore del raggio 
osculatore dato nel |§. 195), si vede essere 

1 K 

— — : dunque (3) — = F — Ay — Bx : 

R R 

dove non si badi ai segni, essendo F, A, B indeterminate. 
Per determinare la F si porti 1' equazione (3) al termine 
della lamina ove sia x = a, y = b. In questo punto la cur- 
vatura é nulla , perché la forza ivi applicata non ha mo- 
mento: dunque in questo R é enormemente grande, e perciò 
K 

si può fare — = 0. Fatte qneste sostitizioni in (3) sarà 

0 = F — Ai - B<j 
S ottraendo questa dalla (3) sarà 


K 

R 
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B (o — x) A (A — y) 


dove A è la forza^ verticale, e B la orizzontale, ed 


( 4 ) 


R __ ds* 

dyd I x—dxd 2 y 


329. Se si suppone», ebe la lamina sla curvata 
dal sole peso verticale. A, avremo 

( 5 ) ][ = (* — y)- 

Da questa si ricava, che il raggio osculatore -in ogni punto 
della curva è inversamente proporzionale alla distanza oriz- 
zontale di questo punto dall’ estremità inferiore della curva. 
La stessa equazione verifica ciò che si 6 detto al termine 
del paragrafo (150). 

330. Abbiamo supposto la ds costante : per farlo risen- 
tire al valore (4) di R si prenda l’equazione 

dx 2 -+- dy 2 = ds\ 


e si differenzi in questa ipotesi, avremo 


dxd 2 x 


dyd'y =0, e d 2 y =s — 


dxd 2 x 

dy ' 


Sostituito questo valore in (4) avremo 


R = 


dsdy 

d'x 


Si sostituisca questo valore in (5), ed avremo 
(6) Kd\r = A (A — y) dsdy 


equazione differenziale della lamina clastica. Per integrare 
l’equazione avuta si supponga piccolissima l'inflessione della 
lamina: potrà farsi ds = dy, con che come la ds è costante 
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cosi lo sarà la dy. In questa ipotesi l’equazione (6) diventerà 


(7) Kd.^=A(t-y)iy. 

dx 

La — è la tangente trigonometrica dell’ angolo, che la tan- 
gente ad un punto della curva fa coll’ orizzontale. Al vc- 
tice della curva la tangente 6 orizzontale, dunque in que- 
dx 

sio punto y = 0. — = 0 . Integrala P equazione (7) e de- 
terminata la coslante in questa ipotesi avremo 


K ^=Aiy-J Ay a , 


che integrata di nuovo ci dà 


6K* = 3A V— Ay 3 . 

331. S'Immagini una lamina fermata In nnaeslrc- 
mltà ani anolo, e curvata dal peao A secondo l’as- 
se delle x verticali all’ altra estremità: 1’ equazione 

g 

(3) ci darà (8) - = Ay, perchè la F è zero a causa , che 
nel vertice della curva y é zero, c l’elasticità della curva 
— è nulla secondo ciò che si è dello (§. 328). L’equazione 
(8) verifica ciò che si disse nel (§. 166.) Nell'espressione di 

R _ <k 3 

dyd'x — dxd‘y 

si sostituisca il valore di ricavato dalla equazione (§.330. ) 
dxd*x dyd' y =0, c troveremo 

R 

Si sostituisca questo in 


asax 

~~fy' 

(8) avremo 
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Kd’y = — A ydsdx. 

Supponendo l’inflessione piccolissiniB potrà farsi dx = dt , 
e l'equazione antecedente diventerà 
K d'y 
. dx 1 ‘ 


— Ay 


Sia y — f il ventre massimo della lamina, in questo punto 

^ , tangente dell' angolo , che la tangente alla curva fa 
dx 

coll'asse della x , é nullo. Dopo ciò si moltiplichi l’antece- 
dente equazione per 2 dy, e s’integri e si determini la co» 
dy 

stante dal porre y ss f , — = 0, ed avremo 
dx 

K <v _ * »! 

Integrando come nel (§. 166.) avremo 
(a) y = /scn.zj/' £ . 

332. Posto x — o, cioè all’intero asse della curva, deve 
tornare y = 0: sarà dunque 

ften.oj/' £ = 0, onde a ^ =± arc.seo.=0= ir j 


ed 


Kit* 

a 1 


Questo dunque è il valore del peso A, affinchè possa pro- 
durre nella lastra una inflessione piccolissima. 

Ktt 2 

333. Se sarà A < — — non potrà soddisfarsi alla equa- 
a 

zione /scn.oj/' ^ = 0 se non col fare /== 0: quindi ver- 
rebbe y = 0, cioè la lastra affatto non si piegherà. 
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334. Se sia A > f equazione /se n.aj/" ^ = 0 

condurrebbe alla stessa conseguenza, e mostrerebbe ebe la 
lastra non può piegarsi. Ma questa conseguenza è falsa es- 
sendo evidente, che la lastra una volta incurvata, per un 
carico maggiore non può che incurvarsi di più. Quindi 
convien dire piuttosto, che allora l'inflessione non essendo 
più piccolissima l'equazione 


i/sen.xj/* ~ 


non è più atta a rappresentare la figura della lastra in- 
curvata. 

JTjjl 

335. Posto A = — — nella (a) l’ordinata y = f risponde 
« 

£ 

all’ ascissa x = - : dal che si vede, che il ventre massimo 
cade alla metà dell’altezza dell'asse. 


CAP. XXII. 


Formale generali per determinare i centri 
di gravità dellefignre. 

336. Una figura qualunque sia linea , sia superficie , o 
solido si dice posta simmetricamente rispetto un asse , od 
un piano, quando ad un elemento della figura da una parte 
dell’ asse o del piano ne corrisponde un altro uguale , ed 
alla stessa distanza dell'altra parte dell’ asse, o del piano. 
In tal caso ad ogni momento da una parte gli corrispon- 
derà un altro uguale e di segno contrario dall'altra. 

387. Il centro di gravità d’uua figura posta simmetrica- 
mente rispetto un asse o un piauo si trova sull'asse, o sul 
piano. Prendendo infatti l’asse, e si dica lo stesso del piano, 
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come asso de'momcnti sarà l'ordinata del centro di gravità 
della figura uguale (din.§.34, 37), alia differenza dei momenti 
dei suoi elementi divisa per la somma degli clementi stessi. 
Ora nel caso nostro la detta differenza è zero, perchè ogni 
momento positivo ne ha un'altro uguale e negativo (§. 336): 
dunque sarà nulla la detta differenza, cioè nulla l’ordinata, 
o la distanza del centro di gravità dall'asse. 

338. Dopo ciò diamo le forinole generali per calcolare 
le coordinate del centro di gravità delle diverse figure cioè 
delle linee, delle superficie, e dei solidi, con applicazioni. 
A ciò ci serviremo delle forinole date (din. §. 40). 

339. Centro di gravità d una linea qualunque. Sia 
$ la porzione d’una linea qualunque riferita a tre assi or- 
togonali, c siano x, y, x le coordinate della sua estremità 
variabile. I momenti del di lei elemento ds relativamente 
ai tre piani delle .y, x ; x, x j x, y saranno xds, y ds, xdt; 
quindi esprimendo con X, Y, Z le coordinate del centro di 
gravità avremo. 



I 3 


/xd« 

a 


340. Applicazione. Sia un elice (sta. §. 68.) sopra un 
cilindro verticale di raggio a. Sia l’origine delle coordinate 
al centro del circolo della base di questo cilindro , su di 
questo siano gli assi delle x, y, e l'asse del cilindro sia l'asse 
x. In primo luogo avremo l'equazione ar’-+- y*=a*. L’arco s 
dell’elice cominci ove 1* ajse delle x sega la circonferenza 
della base. La sua proiezione sul piano della base del ci- 
lindro è un arco di circolo, che ha per coseno x, e la ver- 
ticale, che congiunge l’estremo di questo arco coll'estremo 
di t è la x di questo estremo. Sviluppando dal cilindro, c 
rendendo in un piano i due detti archi di circolo, e di elice, 
e la x, avremo un triangolo rettangolo d'ipotcnusa l’arco » 
dell'elice, di cateto l'arco di coseno .r,cbc può esprimersi con 
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a.arc.cos.^ = , 

e che ha x per altro cateto: dunque il x e uguale all'altro 
cateto moltiplicato per la tangente deil’angolo d’inclinazione 
dell’ elice al circolo della base ; questo angolo <S costante, 
dicendosi dunque 6 la sua tangente .sarà 


x = 2 Ìa. arc.cos.^ = -| , 

o semplicemente 

x = àarc.cos.^ = . 

L’arco s sarà la sua proiezione 

a arc.cos. ( = - j 

divisa pel coseno dell’ angolo costante, che fa con questa: 
dunque 

» = m. arc.cos.^ = . 

Avremo dunque per l’equazioni dell'elice 

x*-*- y*= a\ x = b. arc.cos.^ = 

ed inoltre 

s ss= m. arc.cos.^ =* 

da questa e dall'antecedente abbiamo ms = 6* (1). Dopo ciò 
C C rnxdx 

= 81 ^ ~ x ) ! 


, • »* 1 •• *<• il • i. .» 1 i \ 

dunque 

^ _ fxjs __ m\/ r {a x —x , ) ' 
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by 

ossia ponendovi il valore di s ricavalo dalla (1), X == — . 


Inoltre 




fydi =//(«“- x*). *= /- mdx . 

Si porti l'integrale al principio dell'elice, in questo ponto 
x= a, e la somma dei momenti £ zero: dunque 


dopo ciò 


J ^ x — mdx =s m (a — x) 


y __ fy d> __ ”»(q — x) _ b(a— x ) 

t < x 


Finalmente 


S-às = ~ fzdz , 


e ciò ponendovi il valore di ds ricavato dalla (1): dunque 
„ t mz’ „ fzds 

/*=tr,° z = ■ 


ni 

'' 2jr 


» Hi 

T 1 


: * 
2 


341. Linea a semplice earvalara. In questo caso ab- 
biamo le coordinate del centro di gravità 


x — , Y c= 

* ’ * 

. ... . • ■ • . • ' f • • 

342. Applicazione. Si consideri una eieloidt col vertice 
in alto, e lirmtata al di tolto da una retla uguale alla tua 
circonferenza. L’asse di questa curva è il diametro del cir- 
colo generatore, e dal suo vertice siano computate le ascisse 
x. Se 2r è il diametro del circolo generatore, abbiamo per 
l’equazione differenziale della cicloide 


Facilmente si troverà 




ed t = 2l/2rx: 


dopo ciò avremo 

X = = t/ 2r/ dx^as: 2\/%rx— i x . 

9 «5 

Inoltre 

fydt — ys — fsdy sa 2yl/'2rx 
— 2t/"2 r /djrt/"(2r — x) — 2yi/"2rx 

£ t/'2r(2r — x)l C. 

o 


Portando l’ integrale al principio ove x sa 0» e / yds ss 0 
avremo 


C = 


16 ^ 


dunque 


Y = (2y^2rx — ^ \f2t\2r — x)t — : 2lA2rx . 


343. Estendendo l’integrale a tutta la cicloide sarà y=Ttr, 
ove n 6 circonferenza di diametro uno, ed x=2r, e quindi 

X = |,Y=|(3,-,4). 

t 

344. Formolo per trovare II centro 41 gravità delle 
linee pootc simmetricamente rispetto l'asse delle 
ascisse. Sia una linea qualunque a semplice curvatura po- 
sta simmetricamente rispetto uu asse , e sia quello delle 
ascisse. Ad nn punto di coordinate x, y corrisponda il ter- 
mine di un arco s, che comincia dall'origine delle ascisse. 
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Se si supponga l'elemento seguente <U, ve ne sarà dall'altra 
parte un altro di ; quindi il 2 di si potrà collocare in dx 
centro di gravità dei due delti elementi. Prendendo l’ori- 
gine delle ascisse pel centro dei momenti , il momento di 
2 de sarà 2-rcis, e la somma dei momenti 2 fxds: divisa que- 
sta per la somma degli elementi, cioà per 2 fds, o 2* avremo , 
che la distanza del centro di gravità della curva 2s collo- 
calo nell'asse delle x dalla loro origine sarà 

m „_2 fxds _ fxds 

() 2 T ” ~- 


345. Si vede chiaro, che si sarebbe avuta la stessa coor- 
dinata X del centro di gravità se si fosse considerata mez- 
za curva *, o la curva posta da una parte dell’ asse delle 

ascisse. 


346. Applicazioni. Sia da determinarsi il centro di gra- 
vila della catenaria omogenea. Abbiamo (§. 135.) 

s «= \Z~(x'-v 2ax): 

quindi 

2 dx axdx 




1 / (*’-•- 2 a») ' 
Si ponga x = M — a questa diventerà 
idu — audu 


ru du — audu 

J t/'fu*— a 1 ) ' 


Procedendo aU’intcgrazionc sarà 

„ r u 2 du , r du 
- ~ 8 > -JV 7CT» ~ 8 J, ’ 


f *: 

Gii 


r u'du , ... , a 2 r du 

JiTfcw) = * * <" - « ) - 2-J,7(=w 
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Si trovi questo integrale togliendo l'irrazionalità, e si com* 
plcti tutta l’operazione per avere l’ascissa X del centro di 
gravità della catenaria. 

347. Sia da determinarsi il centro di gravità di un arco 
di circolo diviso in mezzo dal raggio preso come asse delle 
ascisse computate dal centro. In (al caso 


r'— x\ 


di s=s i/ - (dx'-t-dy*) 


— rdx 


dove nell’estrazione della radice si è scelto il segno nega- 
tivo, perchè nel nostro caso al crescere dell’arco decresce 
l’ascissa. Dopo ciò avremo 


— rdx 

x = f xtLs _ r ^i / ( r> — **) _ r K( rJ — jl ) 

s i ». 


Se si dica e la corda dell’arco 2», avremo 



cioè la distanza del centro di gravità dell’ arco di circolo 
proposto dal centro è uguale al raggio moltiplicato nella 
corda diviso per l’arco. 

348. Formala generale del centro di gravità di 
nn'area piana posta simmetricamente rispetto l as- 
se delle ascisse. Si suppongano le coordinate rettango- 
lari ; e ad una ascissa x corrisponda una doppia ordinata 
2y: conducendone un’ altra infinitamente prossima avremo 
un rettangolo di base 2y, e di altezza dx: l'area di questo 
rettangolo sarà 2 ydx, e la somma degli elementi sarà 2 / ydx. 
Il centro di gravità di 2 ydx si trova in dx: dunque ricon- 
centrandovi il 2ydx, il suo momento rispetto l’origine delle 
ascisse sarà 2 yxdx, e la somma dei momenti sarà 2 / yxdx, 
e perciò 
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x — llt ix 

fydx 

sarà la formola domandata. 

349. Mimo la •!(•!« In coordinate polari. Si Slip* 
ponga lo stesso asse delle ascisse, e dall'origine come polo 
spicchi un raggio r ad un punto qualunque della superfi- 
cie , che faccia l'angolo 0 coll'asse delle ascisse. Si consi- 
deri un altro raggio r infinitamente prossimo, che col pri- 
mo farà 1’ angolo d9 , dunque rd9 sarà 1' arco di raggio r 
interposto fra i due detti raggi, ed ir’d$ sarà l'area del 
settore infinitesimo fatto dai due stessi raggi. Cresca la r 
di dr, c si ponga r-t-dr iuvecc di r in lr 2 d9, sarà i{r-*-dr) 2 d9 
il detto settore aumentato di una quantità infinitesima : 
dunque 

i(r dr) 2 d9 — | r'dO 

sarà questo aumento. Facendo Io sviluppo, la sottrazione, 
e trascurando I’ infinitesimo di. terz’ ordine dr 2 d9, avremo 
rdrd9, che sarà il detto aumento, o l'elemento di un’area 
dato in coordinate polari- La distanza di questo elemento 
dall'asse delle y c rcos.S, dunque il momento del detto ele- 
mento rispetto quest' asse sarà r 2 drcos.9d9 , dunque la di- 
stanza del centro di gravità dell'arca posta simmetricamente 
rispetta l'asse delle ascisse dall’origine di queste data in 
coordinate polari sarà 

; ' ffr'drcos.9d9 
X f frdrttò “ ' 

Si è trovata questa formola supponendo una mezza area 
della proposta, perché (§. 345.) i la stessa per l'area doppia. 

350. Applleasluml. Si debba determinare il centro di 
gravità di un segmento di circolo. Essendo a il raggio, e le 
ascisse computate dal centro avremo 
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fxj/(a'—x 2 )dx 

' ' SV (* 2 -x')dx • 

I limiti di questi integrali sono la corda ed il vertice del- 
1’ arco del segmento. Sia a I’ angolo, che i raggi condotti 
alle due estremiti del detto segmento fanno coll’asse delle 
x: ed allora il limite inferiore sarà x — ucos.a ed il su- 
periore x = a. Ora 

fxdx lS(a 2 - x*) = - | (a 1 -*’)! : 


nel limite inferiore abbiamo — - a s scn.*a, ed al limite su- 

«5 

periore abbiamo zero: sottraendo da questo I’ antecedente 
avremo, che l’integrale fra i limiti del numeratore di (1) 
sarà 

\ o B sen. 3 «. 

u 


Per integrare per parti (^(a 3 — x*) dx, c non cadere in una 
equazione identica, si moltiplichi e si divida per [/ r ( a 1 — x*} 
avremo 


• « = *Sv ife?, -/ iTì^j • 


L’integrale di 


dx 


j dividendo sopra sotto per a è 


!/(•*-*’) 

arc.sen.(= -) 
V «' 


Si porti questo al limite inferiore avremo arc.sen.(=cos.«): 
dunque quest’arco è complemento di a: sarà dunque ^ — a, 
supponendo n mezza circonferenza: quindi nel limite in- 


1 
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. Seriore avremo- — a. Nel limile superiore abbiamo 
. arc.sen.(= 1) = - : 

sottraendo da questo l'antecedente sarà a: dunque 
,f a dx _ . 

a J ««••/(s' — *’) — aoc - 


Integriamo por parti 
— x*dx 


r x 2 dx 

t. , avremo — I — 

' ,/lf(o — * ) 


J ' — xdx 

X V( a~-x') = * ^ ( “ l ~ **> “ *’> ** 


l'(a'-x') 

— xdx 

"V (a*— x*) 

Sostituendo in (2) avremo 

fdxlf (a’ t —x , )=à , a m-x^ ( a 1 — x’)— fifa*— x 3 )<tr , 
da cui ricaviamo 

fdx\/ (a* — a: I )=ìa’fi<-t-i.rl/ (a 1 — x 2 ). 
Portando ai limiti xl/^a 2 — a: 2 ) avremo 
— a'sen.acos.a : 

dunque avremo 

X 


«sen.^a 


3 a— sen.acos.a 

351. Si debba determinare il centro di gravità dell ’ area 
cissoide di diocle nell' aste delle ascisse rispetto cui è posta tim- 

metricamente. L'equazione della cissoide ò y*— , dove 

a — x 

a è l’asse. Avremo 
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X = f xydx — 

fydx 


J ' a x' , dx 
• V (o — x) 


J '° x'dx 
" ^(a—x) 


Ora 


fa fa 

-t- 5 1 x’[/ r (a— x)dx =5l x'\/ r (a — x)dx= 
(moltiplicando c dividendo per j/(a — x) ) 


5a f 5 f 


a x*dx 
✓'<«-*) 


c trasportando questo ultimo termine nel primo membro 
sarà 


r 


5 

X i dLt 


l/(a—x) 


5 C a x‘dx 
5 J ° l/~[a — x) ’ 


che sostituito in X darà X = = a . 

6 

352. Centro di gravità del lettore circolare. In questo caso 
t limili di r sono zero, ed il raggio a, ed i limiti di 0 sono 
gli angoli — a, a, che i raggi all’estremità del settore fanno 
'col raggio che divide simmetricamente il settore. Abbiamo 
dunque 


X = 


r J cos.6d5dr ^ a l j" cos .OdO 


rs 


rdQdr 


\ a*/ "dO 

2 J -* 
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2 sen.a 



cioè ia distanza del centro di graviti è due terzi dei rag- 
gio moltiplicato nella corda divisa per l'arco. 

353. SI danno {'equazioni per la determinazione 
del centro di gravità d'nna superficie qualunque 

Sia questa superficie riferita a due assi ortogonali, ed in 
essa si consideri un elemento rettangolare formato dai dif- 
ferenziali delle sue distanze x,y dai detti due assirquesto ele- 
mento sarà (Lcdy , che moltiplicato prima per x, e poi per 
y ci darà i suoi due momenti relativi aliaste della y, cd 
a quello della x. Dunque avremo 


ffxdxdy _ ffydxdy 

ffdxdy * ~ ffdxdy ' 

354. Le stesse In coordinate polari. Ritenendo le 
denominazioni superiori (§. 349.) sarà rdrdO l’elemento della 
superficie in coordinate polari. La sua distanza dall’ asse 
delle x è rscn.0 c da quello delle y è rcos.5: dunque i mo- 
menti saranno r’<frscn.0d0, r’drcos.9d5, e perciò 

f /r’drcos.9<10 

X ff rdrdO 


f fr^drson.OdO 
Y= ff rdrdO 


355. Applicazioni. Determinare il centro di gravità della 
parte dell' dinne compresa fra la curva e due semidiametri 
coniugati a, b. Avremo 


V = - (•’-**), x ; 

a 
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- xdx[/ r (a 1 — x 1 ) 

aJ • 


-\[ 

(•'-*' )'] 

a 

0 

-J 


V 

•*-* 

’j-t- a J arc.sen.= ^ 

a 

a 


il 
1 , 
4 


4 a 

3 n' 


Avremo inoltre 
Y =' 


fj’ydxdg^ 



1- = 


\ nab 

4 


\b 
3 n 


356. Determinare il centro di gravitddi un segmentodi ellisse 
compreso fra la curva, e la corda che congiunge gli estremi 
di due diametri coniugati. Per aiuto dell'immaginazione si 
supponga l'asse 2a verticale, ed il 2 b orizzontale. É chiaro 
che l’equazione della corda sarà 

y'=l( a ~ x )- 

Avremo dunque 

jJUdxdg 


b r° 

- I [(a 1 — *’)1 — (a— at)]xdx 
aJ ° 

- f [(a J — (a — x)]dx 

a%J ° 
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-(n-2)ab 


3 jr— 2 


Senza fare il calcolo per la Y la simmetria della figura 
ci darà 

Y = . 

3 ir— 2 

357. Per applicazione delle forinole colle coordinate po- 
lari si debba trovare il centro di gravità d'un settore para- 
bolico compreso fra la curva, e due raggi vettori condotti dal 
foco. Siano a, /3 gli angoli che formano coll'asse della pa- 
rabola i due raggi vettori. L'equazione polare della para- • 
boia sia 

r=~P— 

2cos. I j9 ’ 

dove il 0 è V angolo snpplemcnto di quello supposto nei 
{§• 349) : onde in quella forinola dovremo porre n 0 in- 

vece di 9; quindi sarà 


XX r*cos.(jT — 6)d9dr 

~È 

p* r 

1 8 Jc, 


rdrd$ 
cos .9 

CO*. 6 10 


3 1 ,IQ 


I 1 p 

2 Jja 


Oca 


cos.0 


<19 = 


* cos.<10 


1 — tang.*i0 


scc. 6 10</9= 


cos. 6 19 l-<-tang.*10 

(1 - tang.5 10) sec. 3 ) 0rf9 = 
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(1 -I.»g.*i9)_^ re = 

(1 — tang.*i0) d.tang.10. 

Avremo dunque 


X = --p 


ria*f 1/3 / > 

1 (*“t«n g .«w) < l.lang.M 

J vanc.!^ / , ' 

(l-tang.’lijd.tang.JO 


- (Iang. 5 J/3— tang. 5 ia) — (tang.i/3— tang.J«) 


3 1 


-(tang.*3^ — lang. 3 ia)-i-(tang.i/3 — tang.la) 

«5 


Avremo poi 


XX r*$en.(it —0)d9dr 

f.X rmr 


Ora l’integrale del numeratore è uguale ad 

1 p3 rP sen .9d9 _ 

3 8 cos. 6 i9 

1 d.cos.19 _ 

3 cos. 5 i0 

^ ^ (cos. 4J/3— seccia) , 

e quindi 

Y _ p à(tang.4/3— lang.Ma^lang.’jff — Unghia) 
3 1 

(lang.M/3 — tang. J ia)-4-((ang.i/3— (ang.la) 
o 

18 
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358. Altra forinola per la determinazione del cen- 
tro di gravità di nna superficie plana. Considerando 
una superficie fra due coordinale orfogonali x, y, e la curva 
$, si supponga condotta un ordinata infinitamente prossima 
alla y, avremo un rettangolo di base y, e di alletta dx, 
onde il suo valore sarà y dx. Si supponga riconcentrato que- 
sto rettangolo nel suo punto medio; distando questo di x 
dall’asse delle y, il momento di y dx rispetto quest’asse sarà 
yxdx : quindi dicendo X la distanza dei centro di gravità 
della detta arca dall'asse della y avremo 

x = f yxAx 

Jydx 


Il centro di gravità del rettangolo ydx dista dall’asse delle 

x di | : dunque il suo momento rispetto questo sarà ìy’d.r; 
2 * 

perciò dicendo Y la distanza del centro di gravità della 
proposta superficie dal detto asse delle x, avremo 

* Y = 

* fydx 

359. Quindi le due formule determinative del centro di 
gravità d’una superfìcie qualunque saranno 

, _ fyxdx Y _ l JVd* 

( ) * - fydx ’ “ * fydx • 


360. Appllcnzlone. Si supponga un trapezio colle basi 
parallele orizzontali; la superiore sia 2 p, e l’inferiore 2y. 
Sia il lato a dritta, uguale ad a, l’asse delle x, c la base 
superiore quello delle y. Applicando le formolo (u) avremo 


X 


“ v— 2 „ 

o * > ^ " «j y* 

*5 •> 


(A). 


Per giungere a questi risultamene, si prenda l'equazione 
y ss my n del lato incontro ad a, ed iuvcce della y nella 
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prima delle equazioni (a) si ponga questa funzione di x. 

Si faccia l'integrazione e si troverà 

x 2mjc-t-3n 

X — - . . 

3 mx-h- 2n 

dy 

Nella seconda della (a) si ponga — invece di dx e si avrà 



Ponendo in questa invece di y la base 2 p, e nell’ antece- 
dente in luogo di x la a, invece di n, 2 p, e per m, 


2 q — 2p 


a 

avremo le ( b ). Se si fosse presa la linea bisegante i lati pa- 
ralleli per asse delle x, fatta uguale ad a, si sarebbe pur 
trovato 


o p-*- 2q 
3 ' p-*-q ’ 


e questa sarebbe bastata per trovare il centro di gravità 
come nella (din. §. 47). Se nelle equazioni (b) si fa p -= 0 
troveremo 


X — 


— V = il . 

3 * y 3 * 


cioè il centro di gravità del triangolo è a due terzi della 
retta , che dal vertice va alla metà della base, nel nostro 
caso 2 q. Infatti il lato a , la retta bisecante la base , e la 


, 2a 

mezza base q formano un triangolo. Se dal punto — si con- 

O 


duca alla retta bisegante una parallela alla q, che diremo 

‘2a 

ordinata, come la porzione — é due terzi della retta a , 

o 


cosi l'ordinata è - della base q , e la porzione della retta 
o 

bisegante al di sopra dell'ordinata è due terzi della stessa 
retta. 
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361. Equazione pel centro di gravità della «super- 
itele di rivoluzione* Sia s la curva computala dail’ori- 
gine delle ascisse, che nel ravvolgersi intorno all’asse di 
queste generi la superficie. L’archetto ds genererà una su- 
perficie di cilindro, che ha y per raggio della base: dun- 
que la superficie di detto cilindro sarà '2nyd$. Questa si po- 
trà porre in dx ove 6 il suo centro di gravità : quindi il 
momento di questa superficieola rispetto l’origine delle ascis- 
se sarà 2 nyxds: dunque avremo 

x _ Jy xds 

Jyds 

per l'equazione domandata. 

362. Applicazioni. Determinare il centro di gravità di 
una zona sferica. Siano b , c le distanze del centro della 
sfera dalli due piani terminanti la zona. L’equazione della 
curva generatrice 6 x*-+~y*=a'. Da questa avremo 


e quindi 


adx 

y 


X = 


f 

J t 


xdx 


s; 


_i ( iz£! = i (4^,). 


dx 


c — b 


363. Pel centro di gravità della superficie di un cono retto 
di altezza c avremo 


X = 



364. Si debba trovare il centro di gravità della superfi- 
cie generata da mezza cicloide. Se prendiamo l’ equazione 
differenziale 

da cui si ha 
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s'integreranno per parti ('espressioni fyxds, Jyds, avendoti 
prima sostituito il valore <li ds, e prendendo y pel fattore 
da differenziarsi nell'integrale proveniente dal detto metodo 
dell'Integrazione per parti, si troverà cosi 

„ 2 15«-8 

~ Ì5 r 3 tt-4 ' 

365. Per esercizio a risolvere lo stesso problema si po- 
tranno assumere i valori delle coordinate dati dalle equa- 
zioni 

x — r (1 — cos.u), y = r (si •+- sen.a). 

La ai è l’arco pel raggio uno dello stesso numero di gradi 
di quello, che é al di sopra dell’ordinata della cicloide nel 
mezzo circolo generatore posto in mezzo. 

366. Si troverà, che il centro di gravità della superficie 
del parabolide di equazione y’= 2px, è dato dall'equazione. 

5 

v _ 1 

5 (Zx-*-p)!-p', . * 

367. Equazioni pel contro di gravità di una aupcr- 
■ele qualunque. Si consideri un elemento qualunque in- 
finitesimo della data superficie.* Poiché la sua figura può 
essere qualunque, perchè d'un infinitesimo, quindi si può 
supporre, tale che proiettata sul piano delle x , y dia il 
rettangolo dxdy essendo il detto elemento in un punto di 
coordinate x, y, x. Poiché la proiezione d' una superficie 
piana qualunque è uguale a questa superficie moltiplicala 
pel coseno dell'angolo che fanno due normali Cuna alla 
detta superficie, e l’altra alla proiezione: quindi l'elemento 
già detto della superficie qualunque sarà uguale alla sua 
proiezione dxdy divisa pel coseno dell’ angolo fatto dalla 
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normale alla superficie coll’asse delle 2 , che è In normale al 
piano delle x, y, su cui si trova la sua proiezione. Sia 

dz -t~ pdx -t- qdy = 0 

l'equazione della superficie, l’angolo fatto dalla normale a 
questa nel punto di coordinate x, y, 2 coll’asse delle z é 
(§• 304.) 

1 

V (l-* - !» 1 "♦*?’) 

dunque l'elemento della superfìcie sarà 
dxdy l/ - (1 -+- p*-*- f) • 

Se ora si dicano X, Y, Z, le coordinate del centro di gra- 
vità della superfìcie qualunque avremo 

_ J f xdxdy\/(\.^-p 1 -*-q') 
f f dxdy \/ 

Y _ ffydxdylS(\-*-p'-'-p 7 ) 
ffdxdy [/ (l+p'H-}') 

7 = f S zdxdy[/ (1 

. ffdxdyl/(l+p'->-q') ' 

368. Applicazione. Sia da determinarsi il centro di gra- 
vità della superficie d'un quarto di cono retto tagliato da due 
piani normali, che passano pel suo asse. Si prendano questi 
piani per quelli delle x, *; y, 2 , che per conseguenza so- 
pra la base del cono di distanza a dal vertice diano colle 
loro intersezioni gli assi delle x, ed y. L'equazione della su- 
perficie di questo cono si può rappresentare con 

* = m t/' (*’-<- y 1 ) , 

ove m è la tangente dall’ angolo, che la linea generatrice 
della superficie fa colla base. Nel nostro caso sarà 
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dz 


P dx = ^(x’+y 1 ) ’ 


dz 

? = ^ = 


my 


K(ar’-y’) 

quindi 

l^"(i -+— />*-+- y 1 ) dxdy = (1 — i— m’)dxdy . 

Integrando relativamente ad y avremo 

p*- 1 - y’) dxdy = ^(I-t-m’J/ydj: . 

I limiti di questo integrale sono zero ed 
l/’fa* — m*x’) 


che si ha dall’equazione 

* = Bj/ (x a -+- y’) 

ponendovi a invece di i per andare al piano delle x, y; 
dunque il primo integrale antecedente diventerà 

t/(lW) 


m 


f\Z~(a 2 — m ’ x *) dar . 


Integrando col processo del (§. 350) avremo 

. [x^(o -m x K - arc.(sen.= -)J - C. 

1 limiti di questo integrale sono 

x = 0,x = - , 
m 

che si ha dell’equazione 

a = m [/( x 1 -*- y a ) 

facendo y = 0 per andare all’asse delle x. Applicando que- 
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— aso- 
sti limili all’integrale antecedente, avremo per l'integrale 
domandato, che è il denominatore comune delle formule (1) 
($• 367), 

W ’ 

che è la superficie del quarto del cono come si poteva aver 
subito. Il primo numeratore delle equazioni (1) diventa 

(/'(l m 2 )f fxdydr = \f(\ -4- m’) fyxdr, 

ove ponendo a *— invece di y diventa 

j/(l -t- m 1 ) fxdxl/'ia 2 — m’x 1 ) 

ossia 

) / _» ri 

3w , -■ (a m x )> -*- C. 

Si porti l'integrale ai limiti x=0, x — - e diventerà 

tu 

■VM . 

3 m* 

Fatta la prima integrazione nel secondo numeratore del- 
la (1) rispetto la y c postovi il valore 

l/~ { a 2 — m 2 x r 

y= 


avremo 


l/ r {\-t-m 2 )r(a 2 —m 2 x 2 ) 
m 1 


dx 




integrale che portato ai limiti x = 0, x — mi da come 
innanzi 
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«V”(i -*-™ 1 ) 


talché riuscirà X = Y. 

In ultimo abbiamo che il terzo numeratore della (1) è 
l / '{ì-i-m*)Jfzdxdy=\/~(\-t-m , )ffm\,/(x 1 -*-y*)dxdy 
~dy\/ (x’-*-y a ) 


— mj/ ( I-i-w 


■*f[“ 


2 


*\ y+i/ (-e 1 — y J )~ 

2 L X 


<Ù 


Ponendo in questa 

t/(a'- wV) 

. m 

in luogo di y diventerà 


mV (!-*-»*) rral/"(a’ — mV) 


2 JT 


-x’L 


l^(a a — m'x 2 )-^a 


] 


dx 


S' integrerà questa espressione usando l' integrazione per 
parti nel termine ove è il logaritmo, c portando il risulta- 

mento ai soliti limiti x = 0, x = — avremo in ultimo 

m 


jio*l/ (l-t-m 1 ) 

6m 2 

Raccogliendo tutti i risultameli avremo 


^ o 3 t^(l -4-m 1 ) dm" da 

3m s rra’^ll-t-m’) 3trm 

dm 1 2 

• 6m’ ' 3° 

369. Equazioni per II centri di gravita del /solidi 

Sia in primo luogo il solido di rivoluzione. Di questo so- 
lido l‘ elemento è un cilindro infinitesimo clic si esprime 




Digitized by Google 



— 282 — 

con Jty'dx. Collocato questo in dx, ove ò il suo centro (li 
gravità , il momento rispetto I’ origine delle ascisse sarà 
7T y’xdx. Dunque 

. Ijùìì 

fy'dx • 

370, Se si voglia in coordinate polari si riassuma (§. 349.) 
l’elemento rdrdO dell'area, ove 0 è l'angolo fatto coll' asse 
delle 2 , che si suppone verticale , essendo orizzontali gli 
assi delle x, c delle y. Si proietti il raggio vettore r, che 
parte dall'origine delle coordinate sul piano delle x, y, c 
sia a l'angolo , che questa proiezione fa coll'asse delle x. 
Si supponga, che l’elemento rdrdO roti intorno all’asse delle 
z dell'angolo da-, descriverà un archetto di raggio rsen.0, 
che c la distanza del detto elemento dall’asse di rotazione: 
quindi l'archetto descritto avrà il valore rsen.Maj: il soli- 
detto proveniente sarà l'areola rdrdS ripetuta per questo ar- 
co, che perciò avrà per valore r’drscn.SdGda. Se si prende 
l’origine delie coordinate come centro de'momenti,la distanza 
di questo elemento da questo centro sarà rcos.0 : dunque 
il suo momento sarà 

r i drsea.Scos.OdGda. 

Se si dirà Z la distanza del centro di gravità dal centro 
de'moincnti del solido posto simmetricamente rispetto l’asse 
delle z avremo 

f f f r*drscn.Gcos.Qd9du 
f f fr 2 drseu.6d9da 

371. Se il solido sia qualunque, questa sarà la formola 
per la disianza del centro di gravità dal piano delle x, y. 

Ora I' elemento r'drscn.9d9da dista dai piani delle 2 , x; 
delle 2 , y di rsen.Ssen.M , rsen.Scos.a. Infatti questo di- 
stanze sono le distanze dai delti piani dell’estremità della 
proiezione rsen.5 del raggio vettore r sul piano delle x, y 


tira* 
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Dopo ciò avremo per la distaaza del centro di gravità dai 
delti piani 

fff r’drscn.’Gscn.wdSdo) 

f f fr'drsen.OdOdu . 

// fr i drsea. , 9cos.ud0d'ji 

». ff f r*dr$ca.9d0dcj 

372. Se l’elemento del solido, che ha per coordinate ret- 
tangolari x, y, x, si considera come un parallelepipedo ret- 
tangolare di spigoli dx, dy, dx, sarà dxdydx, e perciò le 
forinole pel centro di gravità del solido saranno 

x = SSS xdxi y dz 

fffdxdydx 


Y fffydxdydx 
fffdxdydx ’ 

* 7 — fffydxdydx 

fffdxdydx 

373- Applicazioni. Trovare il centro di gravità di un 
segmento di sfera. Sia r il raggio della sfera, cela distanza 
della base del segmento dal centro della sfera, e sia questo 
centro l’origine delle coordinate avremo (§. 369.) 



f“{r*-x')dx 



3 (r e)* 

4 2r c 


Determinate il centro di gravità di una parte del parabo- 
loide di rivoluzione. Siano a, b i raggi delle due basi, ed 



— 284 — 

h la loro distanza. La distanza del centro di gravità dalla 
piccola base di raggio a sarà data dalla equazione 

v h a’-t-2A 1 

3 ’ a'+6' ■ 


374. Trovate il centro di gravità del solido generato dalla 
rivoluzione di «n settore di circolo intorno ad uno dei raggi 
estremi. Sia a il raggio del circolo, e fi l'angolo del settore 
avremo (§. 370.) 


/: 

r: 

r*scn.5cos.5(/$dr 

j 


P r’sen .Qd9dr 


i r ? 

-a 4 J isen.2 OdO 


° S J 

f scn.StiS 


3 J 

a 

i 


~ o4(l - cos.2/5) 3 3 

I Ó «(1 cos.fi) = - «cos. 3 



375. Determinare il centro di gravità della porzione del co- 
no y'-i-x*— fi 1 x*, che i compreso fra i piani delle zx, e delle 
xy, ed un terzo piano parallelo a quello delle yz. Sia a la 
disianza di questo terzo piano daU'origine avremo (§. 372.) 


. X = 


f°Se ^ X% — y’^^y 

f°j'V(fi'x'~ y')dxdy 


f" *• 1 re ”' 3V 3 

ra I 1 4 

X 1 . ìì^** 
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J o J yl/(/3V— y'-)dxdy 

XXV (Fx'—y 7 }dxdy 

j°lfi ÌxldX fi 


Ì2^ V 


— o , 
7t 


Si troverà Z = - a . 

n 


376. Forinola pei centro di gravità d'nn aolido 
posto simmetricamente rispetto nn asse, e termi- 
nato da basi parallele. Si supponga quest* asse quello 
delle ascisse, e ad un punto di ascissa x si sia fatta una 
sezione parallela alla base, che si dica K: se se ne faccia 
un’altra infinitamente prossima, sarà pure K, e la parte in- 
finitesima del solido compresa fra le due sezioni sarà espressa 
da mKdx, ove.m é il seno dell’angolo d’inclinazione del- 
I’ asse alle basi. Dopo ciò avremo per la forinola doman- 
data 


( 1 ) 


_ fìixdx 
fhdx ■ 


377. Applicazione. Sia il solido un tronco di piramide. 
La retta che unisco i centri di gravità delle basi è l’asse 
rispetto cui il detto tronco è posto simmetricamente. Si 
supponga quest’ asse prolungato fino che arrivi al vertice 
della piramide compita. Si dica b la base superiore del 
tronco, B la base inferiore. Sia A l’intera retta , che dai 
vertice della piramide va al centro di gravità della base, 
ed a la porzione di questa retta, che dal detto vertice va 
al centro di gravità della base superiore. Le sezioni nel 
tronco parallele alle due basi essendo simili, le loro aree 
saranno come i quadrati delle rette omologhe: quindi 
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(2) h=na\ B=nA’, e K=n (a+x)\ 

ove » é il rapporto costante. L’equazione (1) diventerà 
_ /(a-i-xfxdx 
f(a-*-x)*dx 

Fatte l’intcgrazioni c riduzioni avremo 

v x 6a*-t-8ax-*-3x’ 

X ~ A’ 3o , -+-3ax-^x i ' 

dando ad x tutta 1' estensione per avere il centro di gra- 
vità del tronco si porrà x = A — a, quindi troveremo 


A— a a’-*-2aA-*-3A* 


A ' «’+Aa— A’ ’ 

Se in luogo di A — a si ponga d, ed invece di A,J / /~ ? ; 
ed invece di come si ricava dalle (2), avremo 


d 3B-»-2|/ BA-r-i 
' A ' B-H 7 B6--A 

come si ebbe nella (din. §. 54). Se la piramide è intera sarà 

3 

A = 0 , c quiudi X = ^ d 


come si ebbe nella (din. §. 52). 

378. Teorema di Goldlnl. Abbiamo 

(3 ) Y = 341) ; Y = (§• 359) . 

Si moltiplichi la prima per 2 nt, e la seconda per 2nfydx 
avremo 

(4) 2ttT*= f'inyds, 2nY fydx= Jny^dx. 
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Nella prima 2jrY è la circonferenza descritta dal centro di 
gravità di » quando questa linea si ravvolge intorno al- 
l'asse x, ed il secondo membro fìnyds è la superficie ge- 
nerala da s nella delta rivoluzione: dunque la prima delle 
equazioni (4) mi dice, che la superficie generata dal ravvol- 
gersi d'una linea intorno ad un'asse è uguale alla linea ge- 
nerante moltiplicata nella circonferenza descritta dal suo 
centro di gravità. Riguardo alla seconda delle (4) fydx é 
un’area. Se questa si supponga ravvolgersi intorno all’asse 
delle x, 2 <tY sarà la circonferenza descritta dal suo centro 
di gravità, li secondo membro è il solido prodotto dalla 
detta rivoluzione: dunque il solido generato dalla rivoluzione 
di una superficie intorno ad un asse è uguale alla superfi- 
cie generante moltiplicata nella circonferenza descritta dal di 
lei centro di gravità. Questi due teoremi furono dimostrati 
in altra maniera nella (din. §. 62,63). 

379. Hlfleaslooc ani teorema di Goldlat. Il divi- 
salo metodo di misurazione delle figure di rivoluzione per 
mezzo d’ un teorema di meccanica si suol credere d' una 
estensione troppo grande, mentre 6 di ristrettissima. Infatti 
se le stesse formole (3), ebe dimostrano il teorema s’impie- 
ghino a trovare le distanze Y del centro di gravità dal- 
l'asse di rotazione, già dalla prima integrazione di 
(5) fyds, sfy'dx 

colla semplice moltiplicazione per 2n si trova la superfìcie 
ed il solido generato : quindi è più spedito di trovare la 
misura delle dette figure con queste formole (5), che pro- 
cedere a trovare il denominatore », ed fydx, per cui divider 
le formole, (5) per poi distruggere questa divisione col 
moltiplicare il 2nY per », e per fydx, e cosi distruggere 
l’operazione fatta. Quindi il modo meccanico della misura- 
zione è solamente utile quando, come abbiamo fatto nella 
(din. §. 64) , si conoscano i centri di gravità delle figure 
senza le divisate forinole; il che ristringe assai l’immagi- 
nala generalità del metodo. 
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CAP. XXIII. 

Equilibrio slabile ed instabile di un sistema pesante. 

380. Definizione dell'eqnlllbrlo «tubile ed Insta- 
bile. Per equilibrio stabile s’inlcnde quello, nel quale avendo 
luogo un moto minimo, il sistema dopo qualche oscillazione 
vi toma da se; ed instabile è l'equilibrio quando pel moto 
minimo prosegue a muoversi. Per esempio nella bilancia 
in equilibrio, quando il centro di gravità è sotto il fulcro, 
cioè nel posto più basso, si ha l’equilibrio stabile, perchè 
avvenendo un moto minimo la macchina dopo oscillazioni 
si riconduce al primiero stalo. Se però il centro di gravità 
fosse al di sopra del fulcro, traboccando un poco, seguite- 
rebbe I’ andamento, c non si ricondurrebbe allo stalo pri- 
mitivo. Quindi la condizione affinchè un sistema pesante 
sia in equilibrio stabile è che il suo centro di gravità sia 
nel punto più basso. L’instabile poi avviene quando questo 
centro i il più elevato possibile. Nella teoria del moto da- 
remo più generalmente le coudizioni per ambedue gli equi- 
libri. 

381. Appllenzloul. Si abbia una verga AGB mobile in- 
torno alla sua estremità A, e sostenuta da un filo, che è at- 
taccato al suo centro di gravità G, e che passa per una pic- 
colissima girella C, e porta un peso Q. La girella è col suo 
centro sulla verticale condotta dall’ estremità A ad una di- 
stanza AC uguale a quella del centro di gravità AG: deter- 
minare la posizione dell'equilibrio stabile e non stabile. Non 
si valuta il peso del filo. 

382. Sia a la distanza AC, o AG, l la lunghezza totale del 
filo GCQ; P il peso della verga, c 0 l'angolo ACG, o AGC. 
La distanza del centro di gravità del sistema dalla oriz- 
zontale condotta pel centro della girella sarà 
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P(o acos20) -+- Q(l — 2acos5) 

p"Zq 

Essendo tutto il resto costante , il massimo o minimo di 
questa formola sarà il massimo e minimo nella quantità 

Pcos20 — 2Qcos0. 

Se si rappresenti per u avremo 
du 

j- =» — 2Pscn20 -+- 2Qscn0 


Nel caso dell’equilibrio non vi può essere variazione nella 
u, cioè nella distanza del centro di gravità dall'orizzontale, 
dunque questa derivata dovrà essere zero, da che ricave- 
remo 


5 = 0.° COsS = 2P 


L’equilibrio stabile sarà quello, cui corrisponderà il mas- 
simo di u , o la derivata seconda u negativa : ed il 
contrario dovrà essere per l’equilibrio non stabile. Ora se 
0=0 abbiamo 


£u_ 

d6 2 ~ 


4P -+- 2Q : 


quindi questa quantità sarà negativa o positiva, c perciò 
l’equilibrio stabile, o non stabile secondo che sarà 


Q < 2P , o Q > 2P. 


Se nel valore generale di ^ posto sotto la forma 


d 1 u 
H9 1 


— 4P(2cos , 0 — 1) -*-2Qcos5 


si pone 


COS0 = 


Q 

21 ’ 


19 
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sarà 


d’u 4P* — Q* 
dO' ~~ P 


Questa quantità ò positiva quando Q < 2P , o , che è lo 
stesso, quando il valore dell'angolo $ determinato dall'e- 
quazione 


cosO = 


Q 

21 * 


è reale: dal che risulta che questo sccoudo valore non può 
riferirsi ad un equilibrio stabile. 

383. Una verga omogenea AB si appoggia colle tue estre- 
mità sopra due piani inclinati , ed è in equilibrio. Dire se 
V equilibrio i stabile o instabile. Siano 2a la lunghezza della 
verga , 0 la sua inclinazione suH’orizzonlale , ed « , a' le 
inclinazioni dei due piani inclinati CA, CB: e supponiamo 
«' > a. La distanza del centro di gravità della verga al 
piano orizzontale, che contiene il punto d'unione dei due 
piani inclinati è espressa da 


o$en.$ 


-+- 2a 


son.(«'—6) 

sen.(«’-<-a) 


sen.se 


a 

=* j—t [sen;(a'— alscn.5 -+- 2sen.a'sen.5tcos.S]. 

sen.(«-*-a) 

Essendo costante il fattore 


a 

sen.(a'-t-a') ’ 

il massimo ed il minimo domandato dipenderà dall’ altro 
fattore. Si ponga dunquo 

u = scn.(«'— a) seu.S -t- 2scn.a'scn.acos.$ : 

Di qui avremo 

du , , 

— =scn.(« — ajcos.y— 2sensc scn.ascn.v, 
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384. Un peso P è sostenuto sopra un piano inclinato da 

i 

tre forze ciascuna uguale ad = P , 1’ una diretta verlical- 

<5 

mente dal basso in alto l’altra parallela alla lunghezza del 
piano, e la terza orizzontale, si domanda l’inclinazione dal 
piano all’orizzonte. 

385. Dne verghe pesanti rettilinee uguali ed omogenee 
AC, BC aventi i loro estremi congiunti con una funicella 
flessibile, ed inestensibile sono poste in un piano verticale 
sopra un piano levigato appoggiandosi Cuna all'altra nel- 
l'estremità C. Si domanda la tensione della funicella AB. 

386. Ai tre vertici A, B, C, di un triangolo sono ap- 
plicate tre forze parallele P , Q , R , trovare il punto sol 
triangolo, ove applicata una forza S sia con esse in equi- 
librio, e dimostrare, che una qualunque di queste quattro 
forze è come l’area del triangolo, che si ha congiungendo 
con rette i punti di applicazione delle altre tre. 
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387. Un paraboloide posalo sopra un piano orizzontale é 
in equilibrio trovare la sua posizione. 

388. Vi sono due sostegni C, D, ed un arco di circolo 
pesante ACDB che poggia sopra di un C, ed é premuto da 
D che gli è al disopra : o fra i detti sostegni può facil- 
mente scorrere, trovate la posizione dell’arco quando è in 
equilibrio. 

389. Un dato cono é posto colla sua base sopra un piano 
inclinalo, ed il coefficiente dell'attrito è cognito; determi- 
nare I’ inclinazione del piano in guisa che aumentandosi 
il cono sia per rovesciare, o scorrere. 

390. Un dato trave pesante «S con un suo estremo sopra 
un dato piano inclinato, determinate la forza d’applicarsi 
ail’cslremilà sul piano orizzontale, onde non strisci. 

391. L’estremità superiore di una data verga si appoggia 
ad un levigato piano verticale , e P estremità inferiore è 
sospesa da una funicella non pesante (issa in un punto del 
piano: trovate la posizione dell’equilibrio. 

392. Due dati pesi sono appiccati agli estremi di leva 
angolare , li di coi bracci sono dati , insieme coll’ angolo 
della leva. Trovate la posizione dell'equilibrio 

393. Una leva angolare pesante di uniforme grossezza e 
materia ò in equilibrio col suo più corto braccio orizzontale: 
ma se la lunghezza di questo braccio fosse duplicata, la leva 
sarebbe in equilibrio coll’altro braccio orizzontale. Trovato 
la ragione della lunghezza dei bracci, e l'angolo della loro 
inclinazione. 

394. Due forze sono applicate alle estremità dei bracci 
a , b di una leva retta scorrevole sul fulcro cogli angoli 
a, jì provare che nel caso d equilibrio deve essere 

a (ang./S 

b tang.a ’ 

395. Due uguali forze agiscono in direzione opposta luugo 
duo lati opposti di un parallelogrammo, ed una terza lun- 
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go la diagonale: trovare la forza che sia in equilibrio con 
queste. 

396. Una data sfera è in equilibrio fra due dati piani 
inclinati: trovare la pressione sopra ambedue. 

397. Due pesi si sostengono su due piani inclinati della 
stessa altezza per mezzo di fune flessibile, non pesante, ebe 
passa per una girella posta nei comune vertice : trovare 
la proporzione dei loro pesi. 

398. Se un emisfero, ed un paraboloide della stessa ma- 
teria sono uniti in una baso comune, che 6 il circolo del- 
l’emisfero, il solido intero sarà in equilibrio posato su di 
un piano orizzontale in un punto dell'emisfero se l'altezza 


del paraboloide saràa 



essendo a il raggio dell'emisfero. 


339. Un punto materiale posato sulla superficie di una 
clissoide di rivoluzione è attirato dai fochi da forze in ra- 
gioni m", m' m delle distanze. Qual'é la posizione d'equilibrio? 

400. Un solido generalo dalla rivoluzione d'un quadrante 
di una ellisse intorno l'asse maggiore è posto sopra un piano 
orizzontale col suo asse in una posizione obliqua. Determi- 
nate la posizione di equilibrio. 

401. Una lamina circolare ed omogenea riposa col suo 
centro sopra una verga retta verticale. Appiccare alla sua 
circonferenza tre pesi p\ p'\ p'" in guisa, che la lamina si 
rimanga orizzontale. Si debbono trovare i coseni degli ar- 
chi, che seperano i pesi p', p"-, p", p"' m , p p'. 

402. Una verga pesante ed omogenea appoggiata con una 
delle sue estremità ad un piano verticale , mentre 1' altra 
estremità é sostenuta da un Glo attaccalo ad un punto fìsso 
del medesimo piano verticale. Determinare la posizione del- 
l’equilibrio, la pressione contro il piano, c la tensione del 
filo. 

403. Nell'interno d’una sfera vuota si pone una lamina 
pesante ed omogenea di forma un triangolo isoscele , c li 
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In* vertici si appoggiano alla sfera; trovale la posizione di 
equilibrio: cioè trovate l'angolo che il piano del triangolo 
fa coll’orizzonte. 

404. Uua lamina pesante si appoggia colle sue due estre- 
mità l’una ad un piano verticale, l’altro aU'orizzoutalc, es- 
sendo normale aU’intersczionc dei due piani, e coi coeffi- 
cienti f, f dei due attriti. Determinate la incliuazionc della 
lamina all’orizzontale in sul punto di perdere l'equilibrio. 

405. Si ha un tetto quadrangolare regolare di travi omo- 
genei colle estremità addossate l’una all'altra; li due travi 
inferiori sono uguali, ed uguali li due superiori: determi- 
nate la relazione, che esiste tra gli angoli, che i travi in- 
feriori, ed i travi superiori formano coll'orizzonte. 

Siano 2a le lunghezze delle travi inferiori , 26 quelle 
delle superiori: P il peso delle prime, Q quelle delle se- 
conde; a l’inclinazione all'orizzonte delle prime, c quella 
delle seconde. Se D è la distanza del centro di gravità del 
tetto dall'orizzontale avromo. 

(P -i- Q) D = P asen.a -t- Q (2asen.a -*«- 6sen./3). 

In caso d’equilibrio D deve essere un massimo o minimo: 
quindi il difTcrcnziale dell’antecedente equazione sarà zero, 
e ci darà 

(a) (P 2Q) acos.arfa QAcos.jSd/S = 0. 

La distanza dei due punti sull’orizzontale del tetto è 
Qocosa Q4cos./3 

e questa è invariabile : dunque il suo differenziale sarà 
zero, cioè 

(b) asen .ad» -t- 4sen/3d/S = 0. 

Si moltiplichi l'equazione (a) per scn.oscn.^S, e dalla risul- 
tante si trovi tang.g, avvertendo all’equazione (4); avremo 

P—2Q 

tang.«= — - — tang.p . 


- 
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Se P = 0, sarà tang.« == 3 tang./3 


questo risultamcnto combina col (§. 144), perchè se2P=Q 
nell’ equazione P lang.m = (P Q) tang.» come avviene 
quando le travi sono uguali ed omogenee, avremo il risul- 
tamento antecedente. 

406. Una scala inclinata di 30° gradi all'orizzonte è ap- 
poggiata con una sua estremità inferiore sopra d’un piano 
orizzontale, e coll'estremità superiore ad un piano inclinato 
di 60* all’orizzonte. Questi piani sono perfettamente levi- 
gati, e la scala si può considerare come una lamina omo- 
genea. Qual forza orizzontale si deve applicare al piede 
della scala per impedire che strisci. Se P è il peso della 


scala la forza richiesta è - P \Z~ 3 . 

4 


407. Allungando la leva pesante di secondo genere , se 
per una parte s’avvantaggia la potenza accrescendosi il brac- 
cio, per l’altra si scapita accrescendosi il momento del peso. 
Di qui il problema. Dato il peso Q, ed il suo braccio b, 
c dato il peso g della leva sulla lunghezza 1, trovate la lun- 
ghezza a della leva, che dia il maggior vantaggio alla po- 
tenza. 

408. Una lamina pesante ed omogenea appoggia una delle 
sue estremità ad un piano verticale, mentre l’altra estre- 
mità é sostenuta da un filo attaccato ad un punto del piano. 
Supponendo l'attrito, determinare la posizione della lamina 
quando è sul punto di strisciare. 

409. Un ponto pesante posto sopra un piano inclinato è 
sollecitato da una forza data di direzione. Colla teoria delle 
velocità virtuali determinate in caso d’equilibrio l'intensità 
della forza, e la pressione sul piano. 

410. Un solido di qualunque forma é posato sopra di un 
piano orizzontale in un punto della sua superficie couvessa: 
trovate la posizione d'equilibrio. 
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411. Sia z—f(x, y) l'equazione della superficie riferita 
a tre assi ortogonali dentro il corpo : e siano x , y , a le 
coordinate del di lei ponto a contatto col piano orizzontale, 
ed x\ y', z', siano le coordinate del centro di gravità. Il 
piano sul quale è posato il corpo essendo piano tangente 
alla superfìcie, se siano a, ,3, y, le inclinazioni degli assi 
coordinati al detto piano saranno 


rt n - rr 
2 — a ’2~^’2~ 7 ’ 


le inclinazioni dei detti assi alla verticale , che è normale 
alla superfìcie nel detto punto di contatto, quindi sarà • 

\dr' 


scn.a = 



o - ] 

-(*) 


— 1 

l/| 



Ora per l’equilibrio si richiede, che la detta verticale passi 
pel centro di gravità, ossia, che la retta che passa per i 
punti (x, y, x,) (x 1 , y\ z',) sia normale alla superfìcie, cioè 
debbono esistere l’equazioni 


0 = X — (t)(« - *0 , 0 = y - y'- Q(x - x') 


dyl 


Queste colla z = f{x,y,) ci darà x, y, x, c quindi a, ,3, y. 
Di qui si possono risolvere molli problemi. 


. Jiaitized bv Coogle 


PARTE TERZA 


CINAMICA 


CAPO I. 

Equazioni generali d(ì molo. 

1 II moto è costituito (proem §. 6) dai tre elemeoti spa- 
zio, velocità,!! tempo-, c Inforza è la causa del moto. Nella 
teoria del moto si cercano le forinole generali, che leghino 
questi quattro elementi. 

2. Per trovarle si parla primo dei due moti uniforme , 
ed uniformemente accelerato, perchè avendo in questi col- 
legato in equazioni i detti elementi, col raziocinio si pos- 
sano trasportare le dette equazioni al caso di un moto qua- 
lunque. 

3. Moto uniforme. Moto uniforme è quello 'dove in 
tempi uguali si percorrono spazi uguali. Poiché gli spazi 
percorsi nello stesso o in eguali tempi sono le velocità 
(proem. §. 9), quindi il moto uniforme si può dir quello , 
nel quale la velocità è costante. 

4. Sia in questo moto s lo spazio percorso , t il tempo 
impiegato , ed u la velocità costante. Essendo u lo spazio 
percorso in una unità di tempo, in questo moto uniforme 
nella prima unità di tempo si percorrerà lo spazio u , 
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nella seconda unità di tempo io stesso spazio u: dunque in 
due unità di tempo si percorrerà lo spazio 2u. Nella terza 
unità di tempo si percorrerà lo spazio u , dunque in tre 
unità di tempo lo spazio 3u; perciò nelle t unità di tempo si 
percorrerà lo spazio ut: questo spazio si è detto »: dunque 
Ci ricorderemo, ebe in questa equazione la t è il 
numero astratto, ed u è il numero concreto della stessa 
natura del prodotto s. 

5. Molo uniformali le accelerato è quello, nel quale 
la forza agisce con impulsi tutti della stessa intensità. Egli 
è evidente , che essendo la forza costante , e agendo ad 
uguali intervalli, come avviene nella natura, nel moto at- 
tuale nello stesso tempo si acquisterà dal mobile lo stesso 
grado di velocità, e questa velocità potrà rappresentare la 
forza, perchè sarà proporziouale al suo impulso. Infatti sia 
c la celerità comunicala da un impulso , ed n il numero 
d’impulsi che entrano nella data unità di tempo, la celerità 
C totalo sarà nc. Ora n ò costante, duuque C è proporzio- 
nale a c. 

6. Dopo ciò si muova nn punto materiale con moto uni- 
formemente accelerato in un tempo l, al termine del quale 
si trovi colla velocità u, e sia p l'intensità costante della 
forza. Essendo <p (§. 5.) la velocità comunicata al mobile 
in una unità di tempo , nella prima unità di tempo avrà 
la velocità ®, nella seconda acquisterà la stessa velocità 
p, che unita all' antecedente ci darà 2p. La velocità della 
terza unità di tempo essendo pure ? , avremo che il mo- 
bile in tre unità di tempo avrà velocità 3p : perciò in t 
unità avrà la velocità pt; ora si è detta u questa velocità; 
dunque u = ept. 

7. Equazioni generali del moto. Supponiamo ora un 
moto qualunque ed in un tempo < un punto materiale 
abbia acquistato la velocità u. Essendo un moto qualun- 
que , nell' istante seguente sarà cambiata questa velocità. 
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Per quanto .siano prossimi questi due istanti , quello cioè 
della velocità u , e quello del suo cambiamento , il loro 
intervallo sarà assegnabile , perchè si parla di fatto della 
natura; ma il dt e minore d’ogni assegnabile, quindi si 
potrà fra essi interporre, ed essendo questo tratto di tem- 
po anteriore al cambiamento , in esso proseguirà ad aver 
luogo la stessa velocità u, ossia il moto sarà uniforme; ma 
in questo tempo inGnitesimó dt non si può percorrere che 

10 spazio infinitesimo di: abbiamo perciò molo uniforme di 
tempo dt , di velocità u , e di spazio dt : dunque avremo 
(§. 4) dt = udt. 

8. Si supponga ora che muovendosi il mobile con un 
moto qualunque dopo il tempo t si trovi colla velocità u 
sentendo l'impulso rappresentalo da tp. Essendo tp una fun- 
zione, secondo l’indole del calcolo differenziale degli infi- 
nitesimi rimane costante pel tratto dt : quindi la velocità 
acquistata in questo (§. 6.) sarà tpdt , ma questa velocità 
non può essere che infinitesima, quindi du—pdt. 

9. Riflessioni sulle avute cqnailosl generali. Le 
due equazioni (§. 8,9) 

(1) dt = udt, du = pdt. 

essendo per un moto qualunque, possono essere per uno 
stesso molo. Queste poi contengono i quattro elementi del 
moto, tre costituenti il moto cioè lo spazio, la velocità, ed 

11 tempo, e l’altro la causa del moto, cioè la forza. 

10. Le dette formole poi sono necessarie è sufficienti. 
. Sono necessarie, perchè se manca la seconda manca la forza, 

e se manca la prima, inanca lo spazio. Sono poi sufficienti, 
perché gli elementi primari, dei quali gli altri sono fun- 
zioni, sono lo spazio, ed il tempo. Infatti la velocità è lo 
spazio percorso in nn dato tempo, e la forza è la velocità 
comunicata , quindi come questa si forma dallo spazio , e 
dal tempo, cosi l’altra. Essendo dunque dei quattro eie- 
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melili due gl'indipendenti, sodo sufficienti due equazioni a 
collegarli lutti e quattro. 

11. Equazioni per ogni teorema o problema di 
moto. Nella generalità dei teoremi, e problemi sul moto 
si suol dare la forza come la causa, e regolatrice del moto, 
c questa si suol dare in spazio. Cosi la legge generale della 
natura è, che la forza sia in ragione inversa dei quadrato 
della distanza del mobile dal punto attraente, o dall'ori- 
gine della forza; c poi la forza è la velocità, o lo spazio 
in una unità di tempo. 

12. Dandosi la forza in funzione di spazio I* equazione 
du=fdt avrebbe tre variabili: quindi è necessario dalle due 
date equazioni (1) (§. 10) avere un'equazione fra la forza 
lo spazio ed il tempo o fra la forza lo spazio c la velocità. 

13. Se fra l'equazioni (1) si elimina il di avremo 

(2) udu = <p<li . 

du 

14. Dalla seconda delle (1) avendosi y = — , se in que- 

ds , . 

sta si ponga il valore di u = — , ricavato dalla prima avremo 


di 

Per eseguire la dilTcrenziazionc si assuma per variabile 

d’g 

principale il tempo avremo p = — . L’ equazioni (2) , (3) 
sono le richieste. |§. 11). 

CAPO II. 


Molo uniformemente acceleralo, e ritardato. 

15. Nel moto uniformemente acceleralo la forza è co- 
lante. Si dica dunque g, avremo (§. 6.) — = g. Per intc- 
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d's 

grarla si ponga so Ho la forma — —gdt .Integrando avremo 



Si porli 1' integrale al principio del moto. Si avverla per 

ds , 

ciò , che — è la velocità, (§. 10): dicendo dunque questa c 
dt 

al principio del moto, ove facciamo nullo il tempo, avremo 
c = C, quindi 

ds è m 

(a) — = gt s- e, c ds — gtdt +cè. 

dt 


Integrando di nuovo sarà * = J gt'-*- et, ove non è costante, 
perchè poniamo ad un tempo t — 0, s = 0 . 

ds 

16. Se nella (a) si pone u invece di — , abbiamo l'altra 

« dt 

equazione del moto uniforraentc accelerato (à), u = gt c. 

17. Se tra (a), (6) si elimina la l avremo (e) u*=2gi-*-c'. 

18. Supponendo nelle equazioni (a), (b), (c) la velocità 
iniziale zero avremo 


u = gt, u'= 2 gs, $ — 


g£ 

2 ' 


19. Da queste si ricava, cho le velocità crescono come 
i tempi; e gli spazi come i quadrati dei tempi e delle ve- 
locità. 

20. Gli spazi descritti in uguali c successivi intervalli di 
tempo, cominciando dal principio del moto seguono la ra- 
gione dc’numeri dispari 1, 3, 5, 7 ec. Infatti nell'equazione 


at* 

s = — - si faccia successivamente t = 1,. t = 2, t = 3 ec. 
A 


avremo 
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$ 



4 , ,"= 


9 

2 


9 , = ? 16 cc. 

li 


quindi 




5,i 7 


cc. 


21. Se il mobile ha percorso nel tempo t lo spazio * con 
molo equabilmente accelerato, ed ha acquistata la velocità 
«, ed indi per ugual tempo prosegua a muoversi con molo 
eguabile, e colla velocità acquistata u, esso descriverà lo 
spazio doppio del primo. Infatti secondo l’ipotesi (§. 19) 


u* ss 2 gt, ed u — gt 


pel moto cguabilmente accelerato. Moltiplicando la seconda 
per u avremo u*= gut: dunque per la prima ut — 2*. Se 
S sia lo spazio percorso con molo uniforme uel tempo t , 
e colla velocità u, sarà S = ut: dunque S = 2*. 

22. Valore della forza nel moto nniforoieitienle 
acceleralo. La misura della forza costante g si ottiene 
quando si conosca lo spazio descritto dal mobile in un dato 

tempo t, e ciò dalla equazione g = -~ . (§. 19). 


23. Dalla sperienza risulta, che nella caduta dei gravi 
gli spazi percorsi souo come i quadrati dei tempi: quindi 
(§. 20) questo moto è uniformemente acceleralo , cioè la 
gravità costante. 


24- Valore della gravila. Dalla esperienza risulta an- 
cora, che un grave liberamente cadendo percorre in un se- 
condo io spazio di piedi 15.098 di Parigi, o di metri 4.9044. 
Si prenda ora t — i" ed *=15'.l, o *=4.9, avremo dalla 

9J'_ 

2 


equazione * = ~ , pocndovi i valori antecedenti, 


g = 30.2, o ij = 9". 8. 
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25. Volendosi dunque la velocità acquistata dal grave 
cadente per una data altezza », o sia, come sogliono chia- 
marla, la velocità dovuta all'altezza s, avremo 

u = i/~ 2 g» — 4. 43i/" ». 

26. Conalderazlone «al vaiare della gravità. Con- 
siderando il valore di g =■ 30.2 si vede esser doppio dei 
15.1 , spazio che il mobile percorre con moto uniforme- 
mente accelerato in un secondo, e ciò deve essere. Infatti 
la forza g 6 velocità comunicata da tanti impulsi (§. 5) 
quanti entrano in una unità di tempo, che nel nostro caso 
è un secondo. Ora con questa velocità proseguendo a muo- 
versi il corpo percorre uno spazio doppio (§. 22), c la forza 
è sempre una velocità (proem. 11), o uno spazio percorso 
uniformemente in una data unità di tempo, nei nostro caso 
in un secondo. 

27. Equazioni del moto uniformemente ritarda- 
to. Per questo moto s'intende quello , nel quale la forza 
agisce con impulsi uguali contrariamente alia velocità , 
colla quale il mobile ha cominciato il suo moto. Per que- 
sto moto basterà di far negativa la g nelle formolo delti 
(§. 16,17): avremo perciò 

(a') u = n — gl , (b’) u’= e’— ‘2gs , 

{d)s = ct — 9 -^ . 

28. Dnratn del moto uniformemente ritardato. 

Per trovare la durata di questo moto , e lo spazio scorso 
fino all’ estinzione della velocità impressa c , basterà fare 
u=0 nelle equazioni antecedenti; perchè il moto dato durerà 
6nchè esiste la velocità del mobile. Avremo cosi per lo spazio 
c c’ 

c tempo domandato t — — — • Oca questo tempo e 
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questo spazio sono appunto quegli stessi , ne' quali il mo- 
bile partendo dalla quiete con molo uuiformente accelera- 
to acquista la velocità c. Laonde se dopo spenta la velo- 
cità impressa, la forza ritardatrice prosegue ad agire, il 
mobile ricalcherà la stessa traccia, e tornerà io tempo uguale 
al punto, ove parli; dove giunto avrà ricoverata in senso 
opposto la velocità iniziale c. 

29. Proprietà del moto aniformemete ritardato. 
Nel moto uniformemente ritardato le velocità sono come i 
tempi, che restano fino alla cessazione del molo. Infatti ab- 
biamo 


« = c — gt ; 

dicendo T il tempo della durata del moto sarà 

T = - (§. 49): dunque c = jrT, ed u = j (T — t) . 

9 

Nel moto uniformemente ritardato gli spazi , che re- 
stano a descriversi fino alla cessazione del moto sono come 
i quadrali delle velocità, e dei tempi, che rimangono fino 
alla cessazione del moto. Infatti dicendo S lo spazio dc- 

c» 

scritto nella durata del moto avremo (§. 30) S = — po- 

* 9 

e u’ 

neiulo questo valore in.(§. 28) * = — — sarà 


* = S — — , ed S — t 

2 a 


2 


che è la prima parte della proposizione. L' altra è da se 
evidente, perché (§. 30) le velocità sono come i tempi che 
rimangono. 


CAPO III. 


Altri moti rettilinei. 


30. Sia il corpo attratto da una forza , che vari come 
le distanze dal centro attraente. Sarà y — mx dicendo x la 

distanza del detto centro. L’equazione = p nel nostro 
<Tx 

caso diventerà (1) — — r = mx: ove il differenziale secondo 
' ' dt 3 

dello spazio è negativo, perchè è diminutivo delle distanze 
x. Per integrare l’equazione (1) si moltiplichi per 2dx avre- 
2 dxd'x 

rao — = — 2 mxdx. Integrando nell’ ipotesi di dt co- 

dx 

stante avremo (2) — j- = — mx 3 -+- C. La — é la velocità n. 
1 dt 3 dt 

Per determinare la costante si supponga, che il corpo parta 
dalla quiete alta distanza a dal centro; avremo 0= — mu’-t-C. 

J U l 

Sottraendo questa dalla (2) sarà (3) — = m (a 3 — x 3 ): cioè 

(4) u 3 = m (a 1 — x 3 ), una delle due forinole del moto. 

31. Per fare un'altra integrazione nella (3) si ponga sotto 
la forma 

— dx 

1 — dx 1 a 

1 / m ' l/ (a 3 — x 3 ) l/m 


dt = 




Si è posto il segno meno nella radice di dx 3 , perchè al- 
l’aumento del tempo corrisponde decremento della distanza 

dal centro. Dopo ciò avremo f= -i— arc.cos.(= : ove 
1 l/m \ al 

non si pone costante, perchè portando l'integrale al princi- 
pio del moto, ove t — 0, x — a, I* equazione si riduce a 
zero. Si supponga, che il corpo arrivi al centro: in questo 

20 
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1 


x = 0, quindi T = — — - , ove T é il tempo totale 


del 


moto, c - è il quadrante. Questo risultamcnto è indipen- 
dente dalla distanza dal centro attraente del punto di par- 
tenza: quindi, i corpi ebe partono da diverse distanze giun- 
gono al centro allo stesso tempo. 

32. Si muova un corpo attratto da un centro con forza, 
che agisca in ragione inversa del quadrato della distanza 

dal centro attraente: sarà f == ^ : quindi 


d 2 x m ìdxd'x '2mtiz dx 2 2m 

dF~~ ~d? “ : d? = 


Parta il mobile da un punto di distanza a dal centro es- 
sendo in quiete, avremo 


„ 2m „ , , .da:* , / a—X\ , , , / a — x\ 

0 = *- C: quindi (a) — — 2 J, ed u =2m^ )•. 

Per aver l’altra equazione del moto l’equazione (a) si ponga 
sotto la forma 


di 


- dl \f i 


~xdx 


a—x l/2w 1/ {ax— x‘) 

Questa s’ integra facilmente so si toglie il termine a.r nel 

a 

2 ’ 


1^2 m 
i’ integr 
denominatore facendo x — x 


CAPO IV. 

Moiu verticale de gravi nei mezzi resistenti. 

33. La resistenza dell'aria, c di ogni altro mezzo fluido 
in pari circostanze é proporzionale al quadrato della velo- 
cità del corpo, che in- esso si muove. Quindi questa forza 
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ritardalrice può esprimersi per u 2 moltiplicalo per un coef- 
ficiente costante, che per comodo di calcolo si potrà espri- 
mere con gm % onde sia la forza ritardatricc yw a u*. Que- 
sto coefficiente poi dipende dalla figura del corpo , e dal 
rapporto del suo peso specifico a quello del fluido , onde 
il valore di m é lo stesso per uno stesso corpo, e per uno 
stesso fluido, ma cangia nei diversi corpi, e nei mezzi di- 
versi. 

34. Equazioni del moto verticale d nn grave cke 
eade la nu mezzo resistente. É evidente, che la forza 1 
accclcratrice sarà g — jrnV ; fatto <? = g — nelle 

equazioni (§. 9,13) fdl = du, ipds = udu, avremo 


_ du , 

9 dt — -, — ~r-, . Q<k — ì r-i 

1 — m u 1 — m u 


La seconda ci da gì = — JL L (1 — mV) •+- C. Al prin- 
cipio del moto sia » = 0, u = 0, quindi àvrdthb 


L — 0 , ed (1) j 


1 

2 ym a L 


1 

1— mV ‘ 


Per integrare l’altra equazione si prenda la frazióne 


i 1 

I — m a M* (t — mi<)(l-<-m«) * 

e si vede facilmente essere 


1 


(1— mu)(l-Hmu) ' (l 

dunque gdt = ì (t— 

\J — i 


I 


( ^ H 

du 

' 1 «III 



nu l-t-mu' 

| , ed integrando 


9‘— ^ lX(l -+-»»«) - L (I — mn)J •+■ C. 
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Al principio del molo facendosi t = 0, u = 0, si troverà 
l, — u, quindi gl — — L ^ — — — , e passando dai logaritmi 

ai numeri (2) u = - . --- . Eliminando u fra le (1), 

(2) avremo 

1 

* = —,L| («*"*-+• «-»"') . 

gm 

Considerando l'equazióne (2) si vede, che vi può essere un 
tempo tanto grande , che I’ unità sia trascurabile rispetto 

e 1 '* 1 '. In questo caso u = — , cioè il molo si riduce ad 

m 

uniforme. Si vede chiaro , che a quel limite il e 1 *"' si 
avvicina tanto più presto , quanto è più grande il coeffi- 
ciente m. 

35. Cut della gravitò rltnrdatriee. In questo la g è 
negativa, onde avremo <p = — g (1 mV) : quindi sarà 


gdt — 


— du 


, gds : 


— udu 


Queste equazioni s’ integrano immediatamente, ed avremo 


9* — — — arc.tang.(= mu) -t- C , 


gt — 2 m ] ^ ^ ■*“ C. 

Al principio del moto » = 0, 1=0, e la velocità iniziale * 
u = c: quindi 

1 

(a) gl = - [arc.lang.(= me) — arc.lang.(= mu)], 
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... _ 4 . IWc* 

e (A) 2« ,L 1 -m»V 

Dalla (a) ricavando il valore di u avremo 
1 me — lang.pml 


m i-t-mclang.gmt 
Eliminando la u fra questa c ia (6) avremo 

t = L (cos.jraf mcsen.pmi). 
gm 

36. La durata di questo moto, e l’altezza della salita si 
ottengono ponendo in queste equazioni w = 0, con ebe 

1 ~ ^ arc.tang.(=mc); * — ~ t L (1 mV). 
CAPO V. 

Del moto curvilineo. 


37. Equazioni generali del nata curvilinea Un 

punto materiale si muova secondo una curva qualunque, ebe 
perciò si chiama traiettoria, e dopo un tempo t avendo per- 
corso la linea » si trovi colla velocità «: avremo le forinole 
superiori (§. 9,14), che si riconcentrano nell’unica 



Se X , Y , Z siano le componenti di p secondo tre assi 
ortogonali, e dell' estremo di s, ove è la velocità u, siano 
x, y, z le coordinate; come la ? fa percorrere al mobile 
lo spazio ds , cosi le dette componenti gli faranno percor- 
rere rispettivamente dx, dy, dz: quindi avremo similmente 


( 1 ) 




di’ 


= Z. 
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38. l’*o delle equazioni gcncpall Date le X, Y, Z 

rispettivamente ip funiioni delle x, y, s, colla prima inte- 

. , „ . . ... dx dy dt 

granone delle equazioni (|-J avremo — . — , ^:que$te aft- 

no le velocità secondo i tre assi, quindi da queste potremo 
avere la velocità u secondo la curva che sarà 



Potremo avere ancora dx, dy, di, e quindi 

(3) di = {/ (dx%- dy'— dz *). 

In questa posti i valori di dx, dy, dz dati in differenziale 
di tempo, integrando potremo avere lo spazio dato in tem- 
po , e cosi colle equazioni (2), (3) avremo le due solite 
equazioni fra i quattro elementi del moto. 

39. Facendo la seconda integrazione nelle equazioni (1) 
avremo le coordinate x, y, s date in tempo, per le quali 
ad ogni istante potremo avere il luogo del mobile. Se fra 
questo oMminaremo it> tempo avremo duo equazioni della 
linea, che il mobile percorre, che saranno l'equazioni delle 
sue proiezioni sopra due piani. 

CAPO VI. 

Moto dei gravi proiettili nel vuoto. 

40. Equazioni del moto del grnvt proiettili. Questo 
moto è il risultato di due, l'uno uniforme, e l'altro uniforme- 
mente accelerato. Infatti sia un punto materiale gittato non 
verticalmente con una celerità v, e poi abbandonato alla gra- 
vità g. Siano i tre assi ortogonali; l’asse delle y sia verticale * 
all’insù contrariamente alla gravità, e gli altri due assi oriz- 
zontali. Le forze delle forraole (1) (§. 37) sono continuate; 
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cioè ad un tempo qaalnnqac t: quindi 

X = 0, Y = — g, 1 = 0: 

ove la g è negativa, perchè tende a diminuire le y, mentre 
la Y tende ad aumentarle; perciò avremo 


<f*x dy 

dt 1 ' di' 


d'x „ 

9 '1T' = 0 - 


41. Integrazioni delle equazioni. Integriamo la pri- 
. dx dt 

ma e la terza, ed avremo — = c , — =c r , essendo c, e’ le 
dt di 

costanti arbitrarie. Integrando un’altra volta avremo 


x = et ■ 


■ m, x = et ■ 


ed eliminando da questa il l avremo un' equazione della 
forma x = Ax -+- B : quindi la traiettoria del mobile sul 
piano delle xx ha una proiezione rettilinea , perciò ò una 
linea a semplice curvatura. 

42. Essendo ciò si ammetta il solo piano delle x orizzon- 
tali , e delle y verticali all'insu , avremo cosi le sole due 

. . , . d'x n d*y .. 

equazioni (a) — = 0 , — = — g . Si supponga ora, che 

la velocità del getto v faccia coll' asse delle x l'angolo oc, 
saranno vcos.a , «sen.ee le sue componenti secondo I’ asse 
delle x, e delle y. Integrando l’cquazioni (a) avremo 

« s—ì— 

I primi membri esprimono le velocità secondo gli assi delle 
x, e delle y: portando dunque queste equazioni al princi- 

dx dy 

pio del moto sarà t = 0 , e *r- , saranno le velocità ìni- 

dt dt 

ziali, ocos.ee, «sen.ee; perciò avremo 


dx dy 

-=vcos.a,- = -gt- 


v sen.ee . 
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43. Natura della Varrà del (rari proiettili. Inte- 
grando queste equazioni avremo 

(c) x — tvcos u , y — — ìgt*-+- tescn.a , 

nelle quali non si aggiunge costante, perchè al principio 
del moto I = 0 , x=0 , y = 0. Se tra l'equazioni (c) si 
elimina il tempo avremo 


(d) y — x tang.a 


2e 3 cas , .a 


che è I' equazione della traiettoria. Si vede, che questa è 
l’equazione della parabola avendo una coordinata quadrata, 
c l’altra alla prima potenza. 

44. Ma si può avere la nota, equazione all’asse , o dia- 
metro delle coordinate rettangole. Per questo, ed altro scopo 
si cerchino le coordinate x, y del punto culminante della 
curva: perciò sì assoggetti 1’ equazione (d) alle condizioni 
del massimo, si troverà, che le coordinate orizzontate A, e 
k verticale del cercato punto sono 


t>sen.arcos.« e’scn.a 

«4 * = ! ■ 


Si ponga 


oscn.acos.oc , «’sen. 3 * , 

x = — y , y = —r- x , 

9 *9 

c si sostituiscano in (d) avremo dopo le riduzioni 


y = 


2t>’cos.’a 


x : 


equazione cercata. 

2t> 1 cos. a a . 

45. In questa il parametro è • : quindi la distan- 

za della direttrice dal vertice della parabola sarà 
1 2e , cos."« e’cos.’a 


cui aggiungendo l'ordinata k = 
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c’sen.^a 


2? 


dal vertice, il ri- 


sullaraento — esprimerà la distanza della direttrice dal- 

% 

l'orizzontale condotta dal punto del getto. Si vede, che que- 
sta distanza è indipendente dall' angolo di proiezione. La 

i 

— è l'altezza (§. 28.) cui il mobile giungerebbe se colla 

lg 

velocità o fosse gittato in alto. 

46. Ampiezza del setto. Se nella equazione (d) si fac- 
cia y = 0 si avrà 

2t>’sen.acos.a - 

(/) * — , 

■ 9 

che 0 la distanza fra il punto del getto, ed il punto dcl- 
I’ orizzontale condotta da esso , dove il corpo lanciato ri- 
torna su d'essa. La quantità (f) si chiama ampiezza del getto. 

v*sen.2a , 

47. La (/) si pud porre sotto la forma .Si vede, 

9 

che questa'ha il massimo valore quando '2a=90*, o «=45*, 

, V 2 

c che in tal caso la detta ampiezza è — ; cioè doppia del- 

9 

l’altezza dovuta alla velocità del getto. 

48. Poiché ponendo invece di 2« , 90* :±= n abbiamo lo 

stesso valore di 9 Se ° : quindi l’elevazioni del getto sul- 
l’orizzontale ad uguali intervalli da 45* danno la stessa am- 
piezza. 

49. Se il corpo è gittato colla stessa velocità ma con di- 
rezioni diverse , la posizione della direttrice delle diverse 
parabole è la stessa. Per avere il luogo geometrico dei lor 
vertici basterà eliminare « dalle equazioni (e) (§. 44): con 
ciò avremo 

4A 1 -*-*’— — ’ 4 = 0; 

9 
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ossia 

Equazione d'una ellisse di semiasse minoro — secondo l'asse 

hg 

delle y, c di semiasse maggiore secondo l’asse delle x , 

2 9 

che c doppio del primo. 

50. Equazione deli'lnvltuppnnjc. Se nell’ equazione 


(m) y = x tang.a — — — ■ - ■ x 1 
2t> cos*.a 

supponendo variabile a, si differenzi si troverà 


(n) tang.a — . 

gx 


Questo risultamento mi da l'ascissa del punto della traiet- 
toria infinitamente prossima alla proposta corauAe con que- 
sta; e se tra (m), ed (n) si elimini a avremo il luogo geo- 
metrico, o la curva che passa per tutti i punti di unione 
delle infinite parabole, che si hanno dal supporre successi- 
vamente variabile l'inclinazione qualunque dei getto. Dire- 
mo inviluppante questa curva. Fatta la detta eliminazione 
si troverà 


(r) 



yx’ 

2t>* 




1 


Se si dica a l’altezza dovuta alla velocità v del getto, per 
lo che sarà c’= 2 ya, l’equazione (r) diverrà af’=4o(o —y): 
quindi l’ inviluppante è una parabola , che ha per asse 
quello delle y, ed il suo vertice è dalla parte delle y posi- 
tive ad una distanza a dall’origine. Essa sega I’ asse delle 
x in due punti distanti dall' origine di una quantità 
uguale a 2a. 
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51. SI domanda ('angolo d«| gotto per colpire ■■ 

ponto dato- Situo x‘, y' le coordinale di questo punto, 
dovranno queste soddisfare all'equazione (m), (§. 50): quindi 
sarà 


gx 


Si ha 


y=x tang.se - — p- . 

2» cos. a 


= sec. 2 a ==(-<- tang.’a . 

cos.’st 


Si ponga questo valore nell’equazione antecedente, avremo 
ponendovi 2 ga invece di v 1 


à(l 4riy' 

(p) tang .« 7 tang.se -< 77 - -*-1=0, 

x x 


e si trovi il valore di tang.se, avremo ponendo — per a 

2 9 

, , t> , -4-l/(o4— 2» , oy'-tr- * V 2 ) 

(?) tang. g = — — - ■ ■ 3 ' ■ . 

yX 


Se > 2v*gy'-+- g*x' 2 abbiamo due inclinazioQi del getto 
all’orizzonte per colpire il punto, e potrà servile la minore 
per urtare l’oggetto e la maggiore per comprimerlo, o sfon- 
darlo. 

52. Se t>4< yV 2 é impossibile di colpire lo scopo 

essendo la radice immaginaria. Se finalmente 

si ha una sala direzione del getto per colpire lo scopo. 

53. Se si confronta questa equazione colla (r) (§, 50) 
si vede, che lo scopo dato e sulla parabola invilnppante , 
e per conseguenza U problema à impossibile se il punto 
dato è fuori di questa curva. Vi saranno due soluzioni se 
il punto é dentro, ed una sola se è nella inviluppante. In 
questo ultimo caso egli é chiaro, ebe il mobile deve essere 
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lanciato in guisa da descrivere una parabola che tocchi l’in- 
viluppante in questo punto , ciò che si ricava dal valore 

di tang.a che è . 

gx' 

54. Relazione degli angoli, sotto 1 quali con nna 
velocità Iniziale data al pud colpire nn dato aeopo. 

Siano a.' a" qnesti angoli, per le note relazioni fra le ra- 
dici, ed i coefficienti d’una equazione avremo per l'equa- 
zione (p) (§. 51) 

, . „ 4<i 

lang.a-t-tang.a = , 


i „ 4y a 

tang.sc .tang.o ss-^-l-l 

X 


da queste 


tang.a'-t-tang.a" 
1— tang.a'lang.a'' 


=tang.(a'-+-a")=— 


a! 

— — col . e : 

y 


dicendo c l’angolo fatto coll’ orizzonte dalla retta condotta 
dal luogo del getto allo scopo. Dall’antecedente equazione 
si ricava, che — 6 è complemento di « r -+- a", quindi 

a'-*- a"— e = 90°, ed et'— e = 90*- a". 


Da questa equazione si vede, che le due direzioni dei getti, 
che colpiscono Io stesso scopo fanno angoli uguali colla 
retta che va allo scopo, e cotta verticale, c per conseguenza 
fanno angoli uguali colla bisettrice dell’ angolo fatto dalla 
detta retta e la verticale. 

55. Caso In enl I due angoli al riducono ad nn 
solo. In questo caso è nulla la quantità sotto il vincolo 
radicale dell’equazione (p) (§. 51); risoluta per tang.* : 
onde avremo 
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, . da’ \ay’ , n 


c quindi pei valore unico di a, tang.a = -y . Abbiamo 

X 

t 

y 

poi come sopra -.=> tang.s, quindi l’equazione (r) diventa 
x 

tang 3 .a — 2tang e tang.a =1 : Compiendo il quadrato del 
primo membro, ed avvertendo essere 

. , i . 1 

1 -+• tang .« = — r— , si avrà tang.a — lang.e = , 

COS .£ COS.£ 


che si riduce a sen.a cos.t — cos.asen.c = cos. a , ossia 
scn.(a — s) — sen.(90* — a), che ci dice, essere la retta di 
proiezione la bisettrice dell’angolo formato dalla verticale, 
e dalla retta condotta allo scopo. 

56. Angolo dello piò grande portata «opra nn 
plano Inclinato. La detta retta bisettrice 6 quella della 
più grande portata sopra un piano diretto allo scopo. In- 
fatti la portata sul detto piano inclinalo è rappresentala da 

— — , quindi essa sarà un massimo con x. Se si prende 
cos.c 

il difTerenziale dell’ equazione (§. 50) ponendovi a in 
luogo di ossia dell’equazione 

AQ o 



supponendo variabili x 1 , ed a , si uguagli a zero , e po- 

y* 

ncndovi tang.2 in luogo di , avremo 

x 

K 

cos.(a — é) cos.a — sen.(a — e) sen.a = 0 
d’onde tang.(a — e) tang.a = 1. Di qui 

a — t -+- a = 90°, c a = ì (90*-*- «) 
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quindi la retta del getto, che da la più gran portata è la 
bisettrice dell’angolo fatto dalla verticale, c dalla retta che 
va allo scopo. 

57. Velocità del proiettile !■ ■•» pa«<* *■•»*■- 

que. Questa velocità è la risultante delle due velocita ret- 
tangolari (§. 42) 

‘t/jL: dunque «*’= {£) - (^) 

= ^(sen’.a cos’.at) — 2 g (etscn.ot — JjK 1 ); 
e poiché (§. 43) y= — ìyt 2 -+-rlscn.«, si avrà S=*'—2 9 'J- 
Essendo a l’altezza dovuta alla velocità v, sarà u’— 2 g(a—y). 

58. Si vede da questa equazione, che la velocità dipende 
dall' altezza y del proiettile , e che per conseguenza si fa 
tanto, minore quanto il proiettile è più elevalo; quindi la 
velocità minima è nel punto culminante. In questo punto 

1* ordinata è (§. 44) 

M _ !/•(»*— 2 gy = c’sen’.a) = ecos.a, 

che è la componente orizzontalo della velocità v. 

59. Durata del molo. La prima delle equazioni (<r) 

( §. 43 ) é x = tvcos.a , d’ onde < = • L* dura,a 

totale del getto si avrà se in questa equazione si poné la 
portata ( §. 46 ) 2 ° !,cn - atc0! ’: f f , perché finirà il moto quan- 

do il proiettile sia caduto sul suolo : dicendo dunque T 

„ 2esen.a „ . „ 

questa durata si avrà T = — - — . Supponiamo la piu 

gran portala che diremo X : si è trovato (§. 47) \ = 2a 
cioè due volte l'altezza dovuta alla velocità del getto, ed 
inoltre v = lS2 ga: dunque v = 1/^jX: essendo poi a ==45* 

sarà scn.flt = dunque in questo caso T = j/~ (“) * 
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60. Essendo dato la posizione dello seopo e ran- 
gole del getto al trova la velocità Iniziale. Abbiamo 

• t • 

(§• 56) y'= x’ tang.a — 


dacos.’a ' 

Qui è dato a, come anche x\ y'. c si deve trovare a. Dalla 
equa rione antecedente ponendovi tang.e invece di — avremo 

X 

x' 


Ora 


u = ■ ■ ■ , 

4(tang.a— lang.t)cos. a a 

4 (tang.a -- - tang.«)cos. J a 

. . cos.a 

= 4 (sen.acos.e — sen.ccos.a) 

cos.s 


= 4 scn.(a — *) 


cos.a 

cos.e 


quindi finalmente 


cos E 


4sen.(a— t) ‘ co^| ’ 

che sarà positivo o negativo secondo che lo scopo sarà al 
di sopra, o al di sotto dell’orizzontale condotta dalla bocca 
da fuoco. 

CAPO VII. 


Gravi proiettili nei mezzi retistenti. 

61. Considerazioni teoretiche della resistenza 

del fluidi. Consideriamo il caso d’un fluido in riposo, nel 
quale un corpo cammini parallelamente ed uniformemente. 
Sia V la velocità del corpo, de lo spazio percorso durante 
un tempo infinitesimo dt. Sembra evidente, cho a circo- 
stanze d’ altronde uguali la somma dello molecole deviate 
o spinte sia tanto più grande quanto più di spazio oecu- 
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peri il corpo nel senso normale al movimento, c che no- 
minando S la proiezione di questo corpo sopra il piano 
normale alla -direzione del moto, la porzione dello spazio 
che sarà successivamente occupata dal corpo in luogo del 
fluido spostato sarà proporzionale ad S. 

62. Questo spazio crescerà come lo spazio de descritto in 
ciascuno degli istanti di. Quindi , se si dica Q il volume 
totale , si vedrà , che Q sarà proporzionale ad S de. Da un 
altro lato il corpo muovendosi nel fluido imprime alle mo- 
lecole del volume Q una velocità tanto più grande per 
quanto la sua è maggiore della velocità loro , per conse- 
guenza la velocità di queste molecole cresce come V, c la 
loro forza viva come V 1 . Nominando S il peso dell’ unità 
del volume del fluido, il peso del volume Q del fluido sarà 
Q3: quindi la forza viva, che gli è impressa nel tempo di 

. , 3S deV 1 

può essere riguardata come proporzionale a esscn- 

9 

do g la gravità. 

63. II corpo avendo, cosi comunicato questa forza viva 
al fluido, questo ha opposto necessariamente al moto uni- 
forme del corpo una resistenza totale R , che restando la 
medesima per la lunghezza infinitesima de avrà, distrutto 

..... „ , . , ÒSVde 

una quantità di azione Rde proporzionale a , oche 


3SWe 


ossia R 


è lo stesso , R de sarà proporzionale a 

9 

sarà proporzionale a — — o a dSo, esprimendo per a l’al- 
ig 

tozza dovuta alla velocità V. 

63. Si può ammettere, che il rapporto di R a 

3SV J 


3S« = 


'ig 


in uu medesimo fluido, o in fluidi differenti con velocità 
V rigorosamente uniformi, quantunque distinti; e per un 
medesimo corpo, o per corpi simili, é costante. 
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Si rappresenti con k questo rapporto costante, il quale, 
in ciascun caso, dovrà esser dato dall’esperienza e dipen- 
derà dalla forma del corpo e da qualche altra circostanza. 
Lorcbè il coefficiente k sarà noto, avremo pel calcolo della 
resistenza 

V» 

R = là S — , ovvero R = A3SA . 

" 9 

Di qui risulta che la resistenza, la quale si sperimenta da 
un corpo in moto in un fluido, è proporzionale alla den- 
sità di questo fluido, al quadralo della velocità del corpo, 
ed alla projezione sua sopra di un piano normale alla di- 
rezione del moto , od in altri termini è proporzionale al 
peso di un prisma dello slesso fluido che abbia per base la 
projezione del corpo, e per altezza quella dovuta alla velo- 
cità colla quale il corpo si muove. 

64. Le questioni relative al moto dei projetti verrebbero 
risolute in una maniera troppo lontana dai naturali fatti 
qualora si trascurasse la resistenza dell’ aria. È noto per 
l’esperienza che nello grandissime velocità, le quali hanno 
luogo in siffatto questioni , la resistenza aumenta secondo 
una progressione più rapida di quella del quadrato della 
velocità colla quale il projetto si muove. 

Supponendo qui che la densità dell’aria sìa uniforme, 
sebbene in fatto possa variare nelle diverse parti della tra- 
jettoria, e che la resistenza sia una funzione della velocità 
del projetto, stabiliremo la teorica generale di questo moto 
dei projetti nei mezzi resistenti , e per applicazione delie 
formole generali esamineremo principalmente il caso della 
resistenza proporzionale al quadrato della velocità. 

65. La traiettoria è plana. 

Siano 

x, y, x 

le coordinate ortogonali del luogo occupato dal projetto alla 

21 
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fine di un tempo t, e siamo 

i ed n 

lo spazio percorso e la velocità lungo la trajettoria al ter- 
mine di questo spazio, e venga rappresentata per 

m 

la resistenza, la quale agisce nel senso contrario al moto, 
e lungo la tangente la curva. 

Si rappresenti con g la gravità la quale agisce dall’alto 
in basso nel senso della verticale. 

1 coseni degli angoli che la tangente la curva forma coi 
tre assi coordinati sono 

dx dy dz 

li' !•' ls'’ 


e quindi lo componenti della resistenza, dirette contro gli 
assi, saranno rappresentale da 

dx „ . dy „ . dz 

-d,™' - l, r{u) ' -li^- 
Ora per le formole generali del moto curvilineo, essendo 

x sWl $*■>»*— J/W-» 


avremo 


d*x dx _ 4 d*y dy M . 

s> — • *«■>> = 


d 2 z 

di* 


d if(u)-g 


) 


ove giova avvertire che la forza acceleratricc g, operando 
secondo la verticale, ò stata applicata nella direzione del- 
l'asse z in senso contrario al suo prolungamento , mentre 
quest* asse lo riguarderemo positivo andando dal basso in 
allo. 
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La coesistenza dolio due prime forinole ci dà immedia- 
tamente 


dxd'y = dyii’x; 


da cui per un primo integrale 


e quindi 


dy «=> adx 
y — ax-*-b , 


ove a, b sono due costanti arbitrarie. Dunque il luogo oc- 
cupalo succesivamcnte dal projetto è piano. 

66. Trasformazione delle formolo generali del 
moto in altre più comode. 

Siano 


y 

le coordinate di un luogo piano occupalo dal proietto in 
moto, c s'intenda ebe le x siano verticali e le y orizzon- 
tali. Rappresenti a l'angolo che la tangente la trajettoria 
nel punto x, y forma coll’asse delle x, ritenendo per u la 
velocità secondo la curva, avremo facilmente 

dx dy 

— = «cosa , -i = u scn a 
di dt 


e quindi colla derivazione rispetto il tempo 

d*x du dx 

dt 3 dt dt 

d 2 u du dx 

dt 2 dt dt 

Si moltiplichi la prima di queste due equazioni per cosa, 
e la seconda per sena, c si addizionino e si avrà 


— = X cos a Yscna ; (1) 



- m - 

si moltiplichi ora la stessa prima equazione per sena, e la 
seconda per cosa, e si sottraggano, ne viene 
dz 

u — = Ycosa — Xsen* . (2) 

da 

Le (1) e (2) saranno principalmente le equazioni delie quali 
faremo uso. 

67. Equazioni particolari del moto del proietti 
nel mezzi resistenti. Non considereremo il projetto nel 
suo ramo ascendente, ma lo prenderemo in quel punto ove 
principia a discendere, c qui porremo l'origine delle coor- 
dinate supponendo che l'asse delle x sia diretto dall’alto in 
basso nel senso della gravità, c quello delle y sia orizzon- 
tale. La resistenza che agisce in senso contrario alla ve- 
locità c cresce con questa in una maniera continua, segui- 
teremo a rappresentarla per f(u ) , la quale dovrà essere 
tale da annullarsi insieme con t<, cioè /‘(0)=0: le forze ac- 
celcralrici secondo gli assi formandosi della gravità, c della 
resistenza, ci daranno pel ramo discendente della traiettoria 

X = g — f{u) cos a 
Y = — f(u) sen a . 

Sostituendo questi valori nelle (1), (2) otterremo 
du 

— = g cos a - f(u) (3) 

du 

u — = — jscna (4) 

ove giova avvertire essere queste le forze secondo la tan- 
gente c la normale. 

68. Conseguenze che si deducono dn queste equa- 
zioni essendo qualunque In resistenza del mezzo. 

Nella (4) 

da ysena 

di u ’ 
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essendo sena quantità positiva, c d'altronde la derivata di 
a rispetto il tempo, essendo negativa, ne risulta che ex 6 
tale funziono di esso tempo che diminuisce al crescere di 
questo. Se peraltro ex giunge ad essere zero, trovandosi al- 
lora il projetto nella verticale non potrà allontanarsi da 
questa, perchè non è animato che da forze verticali. 

La (3) 

du tl v 

— = jcosa — f{u) 


rappresenta la forza che produce il molo secondo la tra- 
jeltoria , perchè g cosa e f(u) agiscono lungo la tangente. 
Questa forza durante il molo di projczionc non può diven- 
du 

lar negativa, dunque — non può passare dal positivo al 


negativo, e perciò la velocità u non può diventar massima. 
Ma questa medesima velocità non può diventare zero, per- 
ché in tal caso si avrebbe 


e quindi 


du = 0 , /Tu) = 0 
3 cosa: = 0 


la quale per a diverso da — è impossibile. 

A 


Di qui risulta che la velocità u secondo la irajetloria tende 
ad un limite determinato. 

Rappresentiamo per 


A, B 


i limiti verso i quali convergono le quantità 


ffseu» 

» 

u 


c 


geosoe — f(u) 


ed avremo 
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da 

dt 


ysena 


A± £ 


du 

— = g cosa — /( tt)= B =t £' 
dt 

Integrando la prima di queste equazioni a partire da (=0, 
pel quale a = «„ , ne risulta 

a — — S M* — <(A. rfc e) 

Ora il primo membro é necessariamente una quantità fi- 
nita , mentre il secondo membro può crescere indefinita- 
mente con t , quando che non sia A == 0 j dunque deve 
essere 

A =0. 

Operando nello stesso modo si trova ancora 

B== 0 

e cosi abbiamo 

lim ^=0 


limfycosa — f[u)'] = 0 ; 

ondo nel limite è 

sena = 0 , geosa = f(u) 

ov vero 

« — 0 , g — f(u). 

Il che dimostra che la velocità nel limite è verticale ed allora 
la forza acceleratrice g ò uguale alla resistenza del mezzo, ed 
il projetto si muove di moto uniforme. 

69. La traiettoria ba no aaalntoto verticale. Ri- 
prendiamo le due equazioni 

dy da oscna 

~ — usena; — - = — 

dt dt u 
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od integrando a partire. da y = 0 si ha 

1 r" 1 

y = ——i u 2 da=- (a, — «)'/’ , 

«« 9 

essendo y 1 un medio tra u 1 ed u 1 ,,. Ora questo secondo mem- 
bro é una quantità finita, dunque l'ordinata tende ad acqui- 
stare un valore costante b, per modo che y=b è un as- 
sintoto verticale della curva. 

70. Forza secondo la normale. Lorcbè ha luogo un 
moto curvilineo esiste una forza centrifuga la quale ncl- 
l' agire lungo la normale é data dal quadrato della velo- 
cità che il corpo possiede in quel punto che si considera, 
diviso pel raggio di enrvatura. 

Nel caso presente l’unica forza acccleratrice che agisce 
lungo la normale è 

jscna 

come è dato dalla (4), dunque sarà 

— = gsenec , (5) 

P 

u 2 

rappresentando per p il raggio di curvatura. La — , come 

vedremo in seguito, è la forza centripeta. Essendo poi la 
trajettoria concava rispetto l'asse delle x sarà 


di 



ove ds è l'elemento della curva. 

Quindi derivano le forinole per rappresentare general- 
mente tutte le circostanze del molo. 
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Sostituendo nelta (5) il valore del raggio di curvatura 
si ottiene 


, u % da 

as — — — . 

g sena 

Ora essendo 

d.v = dscosa , dy — dnena 

sarà pure 

«* 

dx — da cosa 

9 


( 6 ) 


(7) 


dy — da 

9 

Inoltre essendo ancora 

ih — udì 

troveremo 

dt «da 

g setta 


( 8 ) 


(9) 


Se dunque si potesse avere la velocità colla quale si muove 
il projetlo in funzione dell'angolo a, colla integrazione si 
potrebbero avere gli elementi 


x, y, s, t, p 


in funzione di quest’angolo e quindi la eliminazione di 
esso tra i valori di x ed y condurrebbe alla equazione della 
trajettoria. 

71. Relazione generale tra la velocità u e l'an- 
golo a. Per avere il valore di m in a si riprenda l’equa- 
zione 


* du 

li =gcosx 


f(«) 


ed in questa si sostituisca il valore di di, c si otterrà 


du 

dot 


= —/■(«) 
sena y 
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1 

9 


/W= 


rf(usena) 

uda 


( 10 ) 


Lorquando f\u) verrà definito per mezzo della velocità, 
ognuna di queste ultime due equazioni dara u per a. 

72. Osservazione. Per mezzo delle stabilite equazioni 
possiamo dire che se delle tre cose , la legge della resi- 
stenza : la trajettoria : e la legge della velocità : se ne cono- 
sca una, si determinano le altre due. 

- La questione diretta, quale sarebbe, data la legge colla 
quale agiscono le forze sul mobile , determinare tutte le 
circostanze del moto, è la più importante. La sua risolu- 
zione è fondata sulla integrazione della equazione 

— = (— f(u — langa ) , 

da sena' g ' 

la quale é del prim' ordine tra le due variabili a, u, ed 
integrata per le equazioni (6), (7), (8), (9) abbiamo tutte 
le circostanze del moto. 

Queste integrazioni, dipendenti tutte da una sola varia- 
bile, potranno dar luogo a difficoltà analitiche più o meno 
grandi che l’ imperfezione del calcolo integrale non per- 
metterà di superare. 

La questione inversa, quella cioè in cui si ba per scopo 
di conoscere le leggi delle forze che hanno prodotto il moto 
lorquando siano date le circostanze caratteristiche di questo, 
è molto più semplice, considerata sotto il punto di vista ana- 
litico , perché si riduce ad una semplice differenziazione. 

73. Ipotesi della forza resistente In ragione di- 
retta del qnndrnto della velocità. Fino ad ora f\u) è 
restata indeterminata , tua qui la supporremo pioporzio- 
nale al quadrato della velocità, cosi che abbiasi 


A“) = » 

ove a è una costante che al §. G3 vedemmo da quali eie- 
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menti dipendeva, ma che ora determineremo col riflettere 
che la velocità secondo la curva tende ad una limile , e 
che al § 68 si trovò 

n»)=9 > 


onde rappresentando per U la velocità secondo la curva 
e corrispondente a questo limite, sarà 


9 


aU» 


da cui 



Si riprenda la forinola (10), essa si muterà in 


ed ancora 


da cui, facendo 


d(usena) u 3 
da = U 1 

d(usena) 1 da 


w 5 se^et U* scn 3 a 

tisen6t = u 

dfi 1 da 

fx* Ù* sen J 6t 


ed integrando avremo 

_ 1 1\ 1 fda 

2 */x a pi’./ UVsen 3 a 


Onde integrare la quantità 
da 

— — porremo 

son 5 « 


da cui 

a = 2Arc.lang(=X) , c 
c per essere 



X 



scn ^ cos t 

~x- = nr == i/(i^x>) 
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troveremo 


e quindi 
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2X 


sena = 


1-4- X’ 
8X* 


scn*« = 


Sostituendo si avrà 


(1-X’)> 

rda. 1 f . , dX I f/, . dX dXv 


ovvero 


rda IvX’ ... 1 \ t /X 1 ,, . 1 v 

.far = il + 2l0gX - ir.)- sii ~ 2,ogX °~ 2x%) 


ed in Ano 


/i i\ i r x’-x'„ nl x i,i in (lll 

V n'J 2u*L 2 _t ' 2 og x. ^x* xvJ (11) 

la quale contiene la relazione fra fi ed a 
Nell’attuale ipotesi riesce facile la determinazione del 
valore dell’arco. 

Essendo 


, «’ da 

uscita = u, dì 

g sena 


sarà pure 
e quindi 
ma ò pure 


dt = — 


u’sen’a da 


ds — — 


g sen*a 

«’ da 
gscn*u 


d « _ d t 

cn’a fi* 


r 

\ 
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_ U [dji 

9 f* 




la quale integrata in modo che ad * = 0 corrisponda 
H = pi. avremo 


’F' (12) 

/x = /i.„e 

74. Da quanto si é premesso risulta essere difficile la deter- 
minazione della curva descritta nel caso generale , e ciò 
per la difficoltà che presenta la (11) onde avere da essa 
la u in funzione esplicita di r. Se però si suppone che la 
direzione delia velocità di projezione sia presso che oriz- 
zontale allora può calcolarsi la traiettoria, ed assegnare le 
circostanze del moto. Ritenendo pertanto verticale l’asse 
delle x-, sia 6 l’angolo variabile che la direzione della ve- 
locità secondo la curva forma coll’ asse delle y, e §. sia 
quello che la velocità iniziale forma collo stesso asse : le 
quantità 

00 , 0 , 0 - 0 . 

sono piccolissime. 

Nell’attuaJe ipotesi abbiamo 


da 


ma 


it „ 

«=-+0, 


Jt 

2 


•0. 


sena = scn -t- cos0, 


COsS 1.2 1.2. 3. 4 

e perchè 9 è piccolissimo, cosi 

’ r. 
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sena = cos9 = 1 

cosa = cos — sen ® 


cd essendo 


scn9 = 9 — 


9* 


95 


si ha 
Dopo ciò 


1.2.3 1.2.3.4.5 

cosa = — sen9 = — 9 


doc—dQ, usena = [i = u 
c cosi l'equazione 

djj. _ 1 (fa 

fi 1 U 1 ' sen’a 

si muta in 

du 1 « 

u 3 U* ' ° 

dalla quale integrando si deduce 

-ì(ì4K<*-« 

ovvero 

112 

c quindi 


u — 


1—2 *(9-9.) 


ove 


A = 


U* 


Ora osservando che 
1 


1-/3 


= l-t-/3-t-/3* -t-. . = 1 /3 
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quando [ì è piccolissimo, cosi avremo 

u J = «.*[1 2 4(0 - 0o)], (13) 

cioè la relazione fra la velociti e l'angolo 0. 

Vediamo ora quel che diventano le espressioni di dx, dy. 
Essendo generalmente 

f|* 

dx dot cola 

9 


sara 


dx 


ti 1 

- GdQ 


ove sostituito il valore di u* si ha 

dx — — ” 0[1 24(0 - 0 o )]d0 

9 

Questa equazione con facile trasformazione si può met- 
tere sotto la seguente forma 


dx 


ed ancora 


■ — [9. 

9 


■(«- ®.)][1 -+-24(9 - 5 0 )]d5 


dx = — [0 O 
9 


(1 — 249.)(0 - 0.) 24(0 - 9o) , ]d9 


c trascurando il termine che contiene (0 — 0») 1 ed inte- 
grando cosi che ad x = o corrisponda 0 = 0,, troviamo 
pel valore approssimato della x; 

*= y [®.(5 - 5.) -(t- W 6 ~ - ^ ] 

Per avere la y in funzione di 0 riprenderemo 

dy = — — da. 

« & 

la quale per le sostituzioni si muta in 

dy = — £l -v- 24(0 - 0j]d9 
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cd integrando in modo che sia 

y = 0 , 9 = e„ 

avremo 

y = — ^[(9 - 9.K k(S - $•)’] 

Trovati i valori della x ed y in funzione di 0, resta ora 
che si elimini quest'angolo. A tal Gne si divida il valore 
della y per quello della x, e si avrà 

y_ 1 -+- k(9 - 0 .) 

X (9 -9.) 

c posto per comodo 

1 2 kS 0 = 2o , 

ricaviamo 

o-e.= -°- LTf r 

ay + kx 

Sostituito questo valore in quello della y risulta 

_ 2A(9 0 y -t- x) _ 2AA(9 0 y -h- xf 

ay-t-kx (ay-t-kx) 1 

ove 



9 


cioè A rappresenta l’altezza dovuta alla velocità di pro- 
jczione. 

La trajeltoria approssimala è una curva del tcrz 'ordine, e 
la sua equazione può essere posta sotto la forma 
(ay kx) 2 y 2A*($ c y -+- *)’ = 2h(9,y -v- x)[ay -+- ky) (14) 
Di qui si ricava per la portata, od ampiezza 

* — 0 , y = ~r( a — *9 0 ) 

a 

la quale, nell’ipotesi del moto nel vuoto essendo A = 0, si 
muta in 
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y = 4 A0o 

clic coincide con la (/) del § 46 quando in questa si fac- 
cia 

e 1 = 2jA 

ed a si supponga piccolissimo ed uguale a 0„ onde 
sen 9, — 0. , cos9„ = 1 

Per calcolare l’arco della (rajettoria abbiamo general- 
mente. 

^ u 1 da 

g sena: 

e pel caso particolare, ritenendo essere A l’altezza dovuta 
alla velocità di projezione, e ponendo per comodo 

s — 2A0o = 2A risulta ds = — 4A(o -t- k9)d9 
che integrata da 0» a 9 dà 

s = 2A(0„ — 0)[2A fc.(9 u - 0)] 

Con egual facilità può aversi la espressione del tempo, men- 
tre generalmente è 

^ u da 

g sena: 

e fatte le opportune sostituzioni si ha 

dt = — 2l^A (A -+- k0)'d9 

la quale integrata cosi che a ù 0 corrisponda r = 0 , ri- 
sulta 

t = — ^9 )' J 

Finalmente essendo pel raggio di curvatura 



' g sena 

si avrà, fatte le necessarie sostituzioni 

p = 2A[1 — t— 2A(0 - 0o)] 
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CAPO V. 


Moto d un punto materiale topra una superficie 
e per una curva. 

75. Vormu centripeta e centrifuga. Sia un punto ma- 
teriale che ad un tempo t si trovi all’estremo t d’una curva 
qualunque, estremo che abbia per coordinate x, y, z, con 
una velocità ». È evidente, che questa velocità è diretta 
secondo la tangente all’estremo di s. Le componenti della 
velocità v secondo i tre assi ortogonali sono 

dx dy dz 

dt ’ dt ’ di’ 

e le forze che le producono sono espresse da 

d*x d'y ( T* 

di’ ’ dF ’ d?' 

Se ora si esprimano con a, /3, y gli angoli che la direzione 
di », o la tangente all’estremità di s fa coi tre assi avremo 

dx dy „ dx 

dì =»cosa, — =»cos/3, — =»cosy . 

Differenziando queste equazioni e dividendo per dt avremo 

d. cosa 


d’x dv 

dF ~ di C0SCC ' 

{a) l = T, cos / 3 - 


dt 


d*z dv 

- = - CO sy^» 


dt 

d.cos/3 

dt 

d.cos y 
dt 


Si vede che i primi termini dei secondi membri sono le 

22 


r 

\ 

\ 
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componenti secondo i tre assi d’una forza — dirotta se- 
condo la tangente, ed i secondi termini sono le componenti 
secondo i tre medesimi assi d'ona forza che con essi fa gli 
angoli le cui funzioni trigonometriche sono 

d. cosa , d. cos/3 , d.cosy , 

la qual forza dovondo essere la radice della somma dei 
quadrati delle Irò componenti sarà 

^f-|jd.cosa)* (d. cos/3)* (d.cosy) 2 J 

ora se si dice a (Stai. §. 323) l'angolo di contingenza sarà 

« =[/ [(d.co$a) 1 (d. cos^)* -t- (d.cosy)*] (*) 


(*) S’ immagini ad un punto M d’ una curva condotta una tangente MA— 1 
cioè uguale al raggio delle tavole trigonometriche. Si consideri ora ad un punto 
seguente infinitamente prossimo al primo condotta un' altra tangente. Se dal 
punto M si conduca una retta parallela a questa, e sia MB; l’angolo AMB sarà 
l'angolo di contingenza mi se dunque col centro M, ed il raggio MA si descrive 
un archetto fra MA, ed MB questo sarà v , che si potrà considerare come una 
retta infinitesima, e poiché il raggio è normale all'archetto circolare , la « sarà 
normale ad MA, o alla tangente in M: ma il raggio osculatore in M è normale 
alla tangente MA : dunque la « e parallela al raggio osculatore. Si dicano 
ora a, 0, y gli angoli che ja MA fa eoi tre assi, ed o, 6, c i coseni di questi 
angoli, saranno poi 

* a-*- da, b + db , c-*-dc 

i coseni degli angoli che la tangente immediatamente seguente alla MA farà coi 
detti assi. Orasi supponga clic l'origine delle coordinate ria in M, essendo la MA 
il raggio delle tavole, le projezioni di MA soprai tre assi saranno i coseni a, b,c 
degli angoli che MA fa coi (re assi, c le proiezioni di MB sopra i tre medesimi 
assi saranno i coseni a-+-da, 6-f-dh, c-t-dc degli angoli che MB farà coi 
tre assi. Con poca riflessione si vedrà che da, db, de, saranno le proiezioni della 
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dunque la .forza le di cui componenti sono i secondi ter- 
mini delle equazioni superiori è v — : ma il raggio di cur- 
ds 

vatura è (Stai. §.195) - — , esprimendolo dunque con p sarà 



dunque la detta forza sarà 


v ds , 
dt p 


ds v 

ossia, perché — = », questa forza sarà — . Essa è diretta 
dt p 

secondo il raggio osculatore. Infatti si vede nella nota , 
che questo raggio fa coi tre assi angoli dei quali i coseni 
sono 


d.cosa d. cos/3 d. cosy 

1 > • 
a> « c* 


v 

Si decomponga ora, la forza — , come se fosse diretta pel 

P 

raggio osculatore, secondo i tre assi queste componenti sa- 
ranno 

e’ d. cos« e’ d. cos/3 d . cosy 

p CO ’ p 6) ’ p U 

Ponendo invece di un fattore v il suo valore ~ , ed in 


4 


retta u sopra ì tre assi, dunque 

u = K(da» db 1 ■+■ de ») «= K[(d.cos«) 1 -+-(d.cos|3) 1 -t-(d.cosr)>] . 

Si velie poi che i coseni degli angoli che ^ o il raggio vettore la coi tre »!H 
sono 

d.cosa d. cos/3 d.cosy 

co ’ co ’ so 
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da . . 

luogo di p il suo valore — le (re componenti saranno 


—■ d.cossc, - 7 - d. costì , '-r d. cos*/, 

di di r di 


cbo sono appunto le componenti della fona — nelle equa- 


zioni (a). 

Dalle stesse equazioni (a) si ricava cbc un punto mate- 
riale animato da forze qualunque descrivendo una curva 
in ogni ponto di essa il punto materiale 6 animato da due 

t)^ 

forze i’una — — secondo la tangente, l’altra — secondo il 
di p 

raggio osculatore al detto punto della curva, o secondo la 

normale alla detta tangente. Questa seconda forza è quella 

che ritiene il corpo sulla curva ed è diretta verso il centro 

di curvatura se esso si muove sul convesso della curva , 

cd oppostamente a questo se si muove nel concavo: perciò 

si chiama forza centripeta. Ma il corpo avendo la velocità 

diretta secondo la tangente tende a sfuggire dalla curva 

colla stessa forza che ve la ritiene e perciò quella che é 

forza centripeta 6 anche forza centrifuga perciò questa forza 

di due nomi è uguale al quadrato della velocità diviso pel 

raggio osculatore. 

La forza centripeta e centrifuga si può trovar anche in 
altro modo. 

Sulla tangente ad un punto di coordinate x, y, z luogo 
del mobile s'intendano decomposte le forze 


d’x d’y d'z 

dt V ’ dF' dF 


dirette secondo i tre assi. Facendo essa tangente coi detti 
assi gli angoli di coseni uguali a 


Dj / ( '.opale 
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ili dij dz 

ds ' di' ds 

La somma delle delle componenti secoudo la tangente, ciré 
si esprimerà con T, sarà 

d*x dx d'y dy cFz dz 

= dF ' d7^~ dF ‘ J> d? ' Ti ’ 

ora abbiamo 



differenziando questa equazione e dividendo per dt avremo 

dx d’x dy d , y dz d 2 z vdv 

lt' ~dt* dt ' dt 1 dt ' di’ di 


ma abbiamo 



quindi dividendo l’antecedente equazione per questa avremo 
dx (Fx dy d 2 y dz d 2 z dii 

I, ' F? d~s ‘ d? 7, ' dF ~~ Jt 

ma il primo membro è il valore di T dunque 

_ do , di d 2 t 

dt 1 • dt dF 

ciò che si poteva prevedere perchè secondo la tangente 
è la direzione della velocità, dunque secondo la tangente 

dv , 

è la forza che produce questa velocità cioè — . Dopo ciò 

il quadrato della forza normale alla tangente, o della forza 
secondo il raggio osculatore si ottiene sottraendo dal qua- 
drato della forza secondo Ja curva il quadrato della forza 
secondo la tangente. Il primo quadrato è evidentemente 


4 
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che è la somma dei quadrati delle componenti della detta 
forza diretta secondo gli assi ortogonali, dunque esprimendo 
con N le componenti secondo la normale avremo 




ora abbiamo 


ds * 


(§. ) ossia dividendo numeratore e denominatore per dt 



76. Moto cl ini punto materiali' sopra una data su- 
perile le. Sia 

A dx Bdy Cd* = o 

l'equazione differenziale della data superficie. Il punto ma- 
teriale ad un tempo si trovi nel punto della superficie di 
coordinate x, y, z colla velocità v, ed animato da forze 
che si riducano alle tre X, Y, Z secondo tre assi ortogo- 
nali. Sia N l'azione del corpo animato dalle dette forze con- 
tro la superficie che sarà nella direzione normale ad essa, 
quindi sarà — N la reazione della superficie contro il corpo. 
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I coseni degli angoli che questa normale fa coi ire assi 
sono 


A_ B 
M ’ M ’ 


C 

M ’ 


ove 


M = |/ (A 1 


B 1 


C*) 


quindi le componenti di N secondo i tre assi saranno 

AN BN CN 
M ’ Sf ’ M 


e prendendole negativo saranno le componenti della rea- 
zione della superficie contro il corpo, le quali se si ammet- 
teranno si potrà supporre il punto materiale libero : dunque 
le forze dalle quali sarà esso sollecitalo secondo i tre assi 
saranno 


X 


AN BN 

M ’ “ M ’ 


Z 


CN _ 

M 


quindi l'equazioni del moto sulla superficie saranno 


( 1 ) 


d\t AN djy Y _ BN d'x _ CN 

di 2 ~ X M ’ df ~~ M ’ dt 5 Z M 


77. Pannala della veloeltà. Si moltiplichi la prima 
delle equazioni (1) per dx, la seconda per dy, la terza per 
di, c si sommino coll'avvertire che 

A dx Bdy -t- C dz = o 


ossia 


cioè 


dxd'x ilyd'y dzd’x 


di 2 

1 . ,ds 


— Xdx 


à d(-)‘=Xdx + Ydy 


- Y dy -+-Z dz 
Idi 


(2) cdv = Xdx Y dy — Zdz 
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78. Valore della premlone. Si moltiplichi la prima 
delle equazioni (1) per A, la seconda per B, la terza per 

d$ . 

C, si sommino, e si ponga — invece di di avremo 

v 

AX -+■ BY -t- CZ Ad\r Bd’y Cd'z 
M M d? 

Eliminando nelle (I) la N avremo due equazioni fra x, y, x, l. 
alle quali se si aggiunga l’equazione data della superficie 
avremo Ire equazioni, dalle quali si avranno le coordinate 
date in tempo per sapere il luogo del mobile ad ogni tempo. 

Finalmente se da queste tre equazioni si elimini il tempo 
si avranno le due equazioni della trajettoria percorsa dal 
mobile, cioè ('equazioni delle due proiezioni di queste su 
due piani coordinati. 

79. ('ano In rul 11 mollile non è «olir rltuto da forza. 

Ih questa ipotesi è X=0, Y=0, Z— 0 dunque la (2) ci darà 

udu = 0 , cioè u = e 

cioè la velocità costante , o il molo uniforme qualunque 
sia la curva ebe il mobile percorre sulla superficie. 

80. fase In cui II mobile è animalo dalla Noia gra- 
vllfc. Sia questa espressa per — g ove il segno supcriore 
indica la gravità che fa discendere il mobile, e l'inferiore 
ha luogo nell'ascesa dei gravi. Supponendo nella (2) la x 
verticale all'ingiù secondo la gravità avremo 

X — zi: g, Y = 0, Z = 0 
dunque la (2) diverrà 

udu ss =2= gdx 

deve si vede che per qualunque superficie o curva discenda 
o monti il grave, acquista la stessa velocità come se fosse 
disceso o montato per uguale altezza. 
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81. Moto d on corpo per ano cari o o semplice etn- 
ia tur». Per questa atremo l’equazione differenziale 

A dx htiy = 0 
e le due equazioni del moto 


AN _ fx 
lÀ-dF’ 


BN _ d'y 
M ~ di' 


o*e 


M =l r (k* -+- B’) 

82. Hrcftnlonr del mobile contro lo curio. Questa 


sarà 

( 3 ) 


N = 


AX-*-BY w 1 A d'x — B d\ 


M 


M 


d»' 


B — ■ 


kdx 

A y 


d y 


ed il raggio osculatore, supponendo s la varialiilc princi- 
pale è 

ds ì 

dxd 1 y—dyd 1 x 

ove il segno superiore 6 per la curva concava, l’inferiore 
per la convessa. Fatte queste sostituzioni nella (3) avremo 


N 


Xdy — Y dx _ u 

Ji ^ r 


dove il segno superiore é pel caso del moto per la curva 
convessa, e l’inferiore é per la concava. Con piccola rifles- 

Xdy — Y dx 

è la forza norma- 


sionc si vede che il termine 


ds 


le, colla quale il corpo per le forze che gli sono applicate 

preme la curva. Ora il secondo termine — è la forza ocn- 

r 
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t ri fuga, che nasce dall’esser esso corpo diretto secondo la tan- 
gente. Or questa forza si aggiunge a crescere la forza normale 
nelle curve concave, e diminuisce la detta forza normale nelle 
curve convesse , il che si vede dover esser cosi solo che 
s' immagini il moto nelle due curve. 

CAPO VI. 

Dille forte centrali. 

83. Si dice molo prodotto da forze centrali , quando if 
mobile è animato da forza, che proviene da un centro. 

84. Nella Meccanica ed Idraulica si trova il trinomio 

(4) Xdx Ydy Ut 

ove X, Y, Z sono le componenti secondo i tre assi delle forze, 
da cui ó animato un punto materiale trovandosi in un punto 
di coordinate x, y, x. Ora si dimostra che se il corpo è anima- 
to da una forza diretta ad un centro e d' intensità che sia 
una. funzione qualunque della sua distanza dal centro il 
trinomio (4) è un differenziale esalto. Sia infatti questa 
forza espressa da f{r) cioè da una funzione qualunque della 
distanza r del corpo dal centro attraente. Essendo 

x y x 

~r ’ 7’ ; 

i coseni degli angoli che la detta forza fa coi tre assi, le 
sue componenti parallele a quest'assi saranno 

n r) f/wf/l't-i 

dunque il trinomio (4) diventerà 

—■ (xdx ydy -t-xdx) 
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ma 

e perciò 


x 1 y -t- z = r 
xdx ydy -i- idi = rdr : 


dunque il detto trinomio sarà f(r)<lr formola generale del 
differenziale di una funzione qualunque F(r) e perciò dif- 
ferenziale esatto. 

85. La corra dracrltta dal mobile per la forra cen- 
trale è a semplice card atura perché giacente In un 
plano che panna pel centro attraente. Si richiamino 
le formole generali del molo 


(«) 


d'x 

dF 


X, 




La forza proveniente dal centro agendo ad uua distanza 
r sul mobile può rappresentarsi da questa retta quando le 
coordinate x, y, x rappresenteranno le di lei componenti: 
onde avremo 

X__Y X y 
Y Z y z 

e perciò 

(i) xY = yX, zX — xZ, yZ = zY 

L’ equazioni (a) per una combinazione semplicissima ci 
danno 

■ xd*y — yd*x = (xY — yX)dt* 

(e) \zd*x — xd 2 z = (zX — xZ)dt‘ 

• y d?z — zd*y = (yZ — zY)dt 1 

In virtù delle equazioni (4) i secondi membri di questa 
sono zero : quindi facendo una facilo integrazione dei primi 
membri avremo 


Digitized by Google 


- 348 — 
xdy — ydx — citi 

zdx — xdz = ddt . 


(d) 


ydz — zdy = c"dt 


ove c, c', c" sono le costanti arbitrarie. Si moltiplichi la 
prima per z, la seconda per y, e la terza per x troveremo 


ex e'y -+- c"x — 0 

equazione d'un piano che passa perl'originc delle coordinale. 

86. Relazione fra le aree deaerine dal ra((l vet- 
tori ed I tempi ebe Impiegano a deaertverle nelle forze 
centrali. Essendo la traiettoria nelle forze centrali una linea 
a semplice curvatura riterremo la prima delle equazioni (d) 

xdy — ydx = cdt 

Sia u l'angolo, che il raggio vettore r fa coll'asse delle x 
avremo 


x = rcoso> , y = rsena : 
di qui facilmente si ridurrà l’espressione 
xdy — ydx ad r’da : 

quindi r 7 du = cdt. Ora rdoi è l'arco infinitesimo della tra- 
, . , r 7 du 

jet tona ed — — è l'area del settore compreso fra due raggi 


rettori che vanno agli estremi dell'arco rdo dunque sarà 
l’area descritta dal raggio vettore nel tempo dt ; questa 6 
cdt 

uguale a — — , dunque nelle forze centrali l'area descritta 

del raggio vettore è proporzionale al tempo in cui la de- 
scrive. 

Viceversa, se l’area descritta dal raggio vettore i propor- 
zionale al tempo in cui la descrive, la forza da cui i ani- 
malo il mobile partirà dal polo. In questo caso hanno luogo 
l'equazioni (d) £ perciò differenziandole avremo 
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xd* y — yd‘x — 0 

zd*x — xd % x — 0 i yd*z — zd*y = 0 

perchè nella seconda differenziazione il dt è costante. Rivol- 
gendoci ora alle equazioni (c) conchiuderemo 

xX — yX = 0 , jX - xZ = 0 , yZ — jY = 0 
dalle quali a vremo 

X _ X _x _ y 
X ~ Z y * 

cioè le componenti della forza sono proporzionali alle coor- 
dinate x, y, x: di più sono nella direzione del polo: dun- 
que anche la loro risultante, o forza da cui è animato il 
mobile è proporzionale alla distanza di questo dal detto polo, 
'ed avrà la direzione secondo questa retta cioè partirà dal 
polo. 

87. Teoria delle forse centrali dedotta dalle leggi 
di Keplero. Queste leggi sono le seguenti: 

1. * Li pianeti si muovono in orbite piane, e li raggi vet- 
tori descrivono intorno al centro del sole aree proporzio- 
nali ai tempi. 

2. * Le orbite dei pianeti sono ellissi, di cui il centro del 
solo occupa un foco. 

3. * Li quadrati dei tempi delle rivoluzioni dei pianeti 
sono fra loro come i cubi dei grandi assi. 

Pel teorema (§. 86.) dalla prima legge si ricava ebe i 
pianeti sono animati da una forza che parte dal centro del 
sole. Per dedurre le conseguenze dalle altre due leggi pre- 
pariamo 1’ equazioni acconcie. Per la prima legge abbiamo 
(§. 86.) I’ equazione r’cfa = cdt. Se ne deve avere un’ al- 
tra, perciò si riprendano l'cquazioni generali 


<Px 
dt 3 


X, 


<£y 

dt 3 


=Y 
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o si dica 9 la forza del centro sarà 


(0 



il segno negativo ha luogo perchè le X, Y tendono ad au- 
mentare le coordinate e la 9 a diminuirle. Si moltiplichi la 
prima per 2 dx, la seconda per 2</y, si sommino e si fac- 
cia l'integrazione, avremo 


(m) 

Ora abbiamo 
dunque 



■c ' — 2 / <pdr. 


x = reos» , y = rseua» 
dx 3 -+- dy 3 = dr 3 -1- r 3 du 3 


sostituendo questo valore in (m), ed il valore di dt rica- 
vato dall’equazione r'd? = cdt avremo in ultimo 


(") 



c' — 2 ftpdr 


da questa equazione data la forza in funzione della distanza r 
dal centro si troverà l’equazione fra r, ed u 0 l’equazioue 
polare della traiettoria, c viceversa data questa equazione 
si potrà trovare la forza centrale. 

88 . tornir (ur niit dedotta dalla «reonda lecite di 
Keplero. Questa legge stabilisce che le orbite dei pianeti 
sono ellissi un foco delle quali è occupato dal centro del 
sole, ove si può supporre riconcentrata tutta la forza at- 
traente. Da ciò viene, che se s'introduce nella (n) l'equazione 
polare deU’ellissc si potrà trovare la 9 in funzione di r o 
la legge, colla quale agisce l’attrazione solare in ragione 
della distanza del centro del pianeta dal centro del sole. 
L’equazione polare dell'ellisse può essere scritta 
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</') 


1 1 -+- CCOs(sj — V ) 

r a(l — e 3 ) 


ove a è il semiasse maggiore, la e il rapporto deN’cccenlri- 
cità al semiasse i, tic l’angolo che fa il raggio rettore con 
uoa retta la quale passa pel fuoco e forma coll’asse mag- 
giore a un angolo v. Differenziando l’equazione (p) avremo 

1 dr csenfa — e) 

? ‘ dà a(l — e’) 


ed elevando al quadrato 
1 dr 1 * e’scn’fw — v) 

7 dò? — a 3 (l - e y 


e 3 e 3 cos 3 (<a — e) 

o 3 (l — e 3 ) 3 “ a 3 (l — e 1 ) 3 ’ 


ma l'equazione (p) ci da 

e 3 cos 3 (4> — v) 1 2 1 1 

a 3 (l -s 3 ) 3 7 ~ o(l — e 3 ) r « 3 (1 -e 3 ) 3 ’ 


dunque 

1 dr 3 2 11 1 

H ’ dò? o(l- e 3 ) r ~7 o*(l— e 3 ) 

Sostituendo questo valore del primo membro nella equa- 
zione (n) sarà 


2c 3 

®(1 — •*) ‘ 


1 c 3 

r o*(l-« 3 ) 


= c* — 2 ftpdr 


M C 

che differenziata ci alà ®= ~ facendo fi = — ; dun- 

r r o(l — * > 

que il centro del iole attrae i pianeti in ragione inverta 
del quadrato della distanza del centro di questo, dal centro 
del sole. 

89. Rlllrsslonr Mài Hsaltamrnto antecedente. Poi- 

c* U. , 

. chè la ti = — — r in a = ^ dipende dagli elementi co- 

o(t— e ) r 
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stanti della trajettoria ellittica del mobile: quindi per due 
diversi pianeti non si può dire che le attrazioni del cen- 
tro del sole sono in ragione inversa dei quadrati delie di- 
stanze dei centri dei detti pianeti dal centro del sole: ma 
questo rapporto generale si ricava quando conosceremo la 

90. Conurgaeiua dedotta dalla tersa lente di Ke- 
plero. Sia T il tempo che un pianeta impiega a percor- 
rere tutta la suo orbita , o il tempo periodico del pianeta, 
sarà questo tempo duplo dell' area chiusa dalla detta or- 
bita, e ciò per la prima legge perché il raggio vettore nel 
tempo T descrive la detta area ma l’arca dell’ellisse è espressa 
da nab, ove a,b sono i due semiassi, ossia da ito , j/'(l — e’) 

essendo e= — — — : dunque cT=2mz’i/{l — «’) onde 

a 

avremo ft = - : ma dalla terza legge ^ =c' dunque 

jx = 4rrV : dunque il fi ò costautc per i diversi pianeti 
onde la <p varia come —, . 

91. MI risolar II problema Inverso all'antecedente. 

Si supponga che la forza centrale agisca in ragione in- 
versa del quadrato della distanza del mobile del centro e 
si cerchi la natura della trajettoria. Nelle equazioni (1) 
(§■ 83.) 

d’x tpx d 3 y <f'j 

rf? = ~ T’ d? = r 

p. * 

si ponga <p= — esse diverranno 

d’x p.x d'y p.y 

d? ~ ~~ ’ df~~T*' 

Si moltiplichi la prima per 2 dx , e la seconda per 2 dy e 
si sommino, avremo 
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ossia 


2 dxd*x -t~ 2 dyd'y <j.(2xdx -+- 2yJy) n 

di 1 * 7 

ia perchè x*-*- y*= r* c perciò xdx -+- ydy = rJr sarà 


-4- 2dyd*y „ dr _ n 
H- 2/4. p = U 

ed integrando avremo 

«f*»-+-rfy» _ 8g 

dr r 

e sostituendovi le coordinate polari, dalle equazioni 

•T — rcosw , y = rsenu 

avremo 

dr 1 r’di/* 2/4 ^ 

dr- 7 ~ 

cui si deve aggiungere l’equaziono delle forze centrali in 
genere r*da — cdl. Eliminando il dt tra queste equazioni 
avremo 

™ 0 

r>da r r 

. , . 1 , — dr dr* ... 

si faccia - = t sara — r- = dz, e — r —dt* quindi avremo 
r r r* 

d~* 

c* —, c*z* — 2uz — 4 = 0, 
da 

sarà 1' equazione differenziale della trajettoria domandata. 
Risolvendola per da avremo 

(r) ' - CJ ' 


da = 


(/" (2/4 s -+- 4 — c’s 1 ) 


89. An»ll«l <lrir<-c|UM>lonr anterrànilr. |. a trajetto- 
ria che si domanda ha un raggio vettore massimo, c minimo. 

23 
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Infatti nell'equazione (r) fallo ^-=0 avremo 
1 da 

f/'(2fix -+- b — c*z’) = 0, 

che risoluta ci da 



Il segno positivo corrisponde al minimo di x, o al massimo 
r, cd il negativo al massimo di x, o al minimo di r come 
si potrà vedere dal prendere il coefficiente diflcrcnziale di 
cV — 2(ix — 6. 

90. Spiegazione del doppio segno del secondo 
membro. Si supponga che l'angolo a cominci ai minimo dei 
raggi vettori egli è evidente, che sinché il raggio vettore par- 
tendo da questo raggio minimo e andando verso il massimo 

crescerà onde — sarà negativo : ma dal raggio vettore 

dr 

massimo finché ritorni al minimo decrescerà e — — sarà 

positivo e perciò dx ragionevolmente ha il doppio segno. 
Dovendosi ora procedere alla integrazione si vede che que- 
sta ci da un arco seno , o un arco coseno pel doppio se- 
gno : ma ci dobbiamo decidere per I' arco coseno. Infatti 
sappiamo che trattandosi di un arco di circolo fra i limiti 
zero e mezza circonferenza al crescere dell’ arco il co- 
seno decresce o il differenziale dello stesso arco è negativo: 
maandando da mez/a circonferenza all'intera crescendo l’arco 
il coseno cresce dunque il differenziale dell’arco è positivo : 
dunque nel caso nostro crescendo la sodai raggio vettore mi- 
nimo andando verso il massimo il suo coseno decresce quindi 
il da deve essere negativo: e positivo diverrà quando l'arco 
proseguirà a crescere dal raggio vettore massimo ritornando 
verso il minimo onde il da sarà positivo: dunque o posi- 
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livo o negativo cbe sia il ds>, nel caso nostro si può inte- 
grare equazione per arco coseno. 

91. Integrazione dcU'equailoae differenziale del- 
latrajcttoria. Per integrare l’equazione (r) si considerino i 
due termini 

2jxz - cV = - (cV - 2/ju) 
c si compisca il quadrato dentro parentesi avremo 


-(.v -«*.*£) 


quindi avremo 


j/'(2 l us -t- A — c’z 1 ) 

=| /[*-$-(- f)l 

e per la (r) avremo 
da ss. 


=*= cdz 




± c’dj 


P [be’ n'-{c*x - n)'l 
c'dz 


y' (Ac a -+-/x 5 


ed integrando 


Vl'rtirfr )’] 


/ c z — a \ . 

w =arcos = — — r-r j- ]-+-c . 

' l^(Ac -4- jtz )' 

Supponendo che al principio del moto y , e i sii , i, 
avremo 

c'z — i 


di — «„ = arco»/= 


V(m 3 


3?j)- *'"■ 
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e facendo 


““ arC 05 (=P^é? j)=" 


M - w ' ==ar co*(=| / .y,-^ ) ) ; 


da cni 


c z — /x 

v ~ bc ') 


= cosfoj — «') , 


e finalmente trovando il valore di z, c poi quello di r, es- 


sendo z — — avremo 
r 


1 -H- y /~ ( 1 -v- p)cos(a - a') 


Questa è l'equazione polare generale di tutte le curve co- 
niche. Infatti l’equazione polare dell'ellisse è 

«(1 — *’) 

(,) r== T^Io 

ove la B è l’angolo che fa il raggio vettore coll’asse della 
curva dalla parte ove il suo vertice è il più vicino al foco; 
a, e esprimono Cuna il semiasse maggiore, c l’altra il rap- 
porto fra l'eccentricità e semiasse maggiore. Le due equa- 
zioni (*), (<) diventano identiche poneudo 

La seconda di queste equazioni dà l’ellisse se b è negativo 
perchè in questa curva e < 1 L’ equazione polare della 
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parabola ór-- t r. Per identificarla colla (.«) deve os- 

l-*-cos9 

. Al A C 

sere 0 ) — oj = 9, 6 = u, » = — . 

M 

Finalmente se 6 > 0 l'equazione (s) potrà identificarci 

afe 2 — 1) • 

colla equazione r=- — - — — in cui e >1: dunque la (s) 
è una ellisse, una parabola, una iperbola sccondoché 
4 < 0 , 4 = 0 , 4 > 0 

CAPO VII. 


Moto dei punti pesanti sopra linee 

92 . Molo per la lunghezza d'au plano Inclinalo. 

S'immagini un triangolo rettangolo con un cateto nrizzon- 
tale ed un punto materiale discenda, o ascenda per l’ ipote- 
nusa, che rappresenta di profilo un piano inclinato. Sia l 
la lunghezza di questo piano inclinalo ed a l’altezza, sia m 
l'inclinazione dell' ipotenusa alla verticale. Si consideri il 
punto discendere e al luogo ove si trova dopo un tempo 
t, la sua gravità g si decomponga in due Cuna secondo il 
piano inclinalo , I’ altra a questo normale : la prima sarà 
ycosm, l'altra jsenm: con questa il mobile premerà il piano 
coll'altra discenderà, c poiché in jcosm i due fattori sono 
costanti quindi il moto sarà uniformemente accelerato con 
una gravità modificala dalla moltiplicazione per la frazione 
cosm. Nel caso che il mobile ascendesse, la forza sarebbe 
— jcosm. Perciò l'equazioni (§. 18) del molo uuiformcmenle 
accelerato, e ritardato sono applicabili al caso nostro solo 
che vi si ponga =fc geosm invece di g. 

Nel molo uniformenieute accelerato «libiamo 
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u — gt, u — lS2gs , l 

dunque nel moto pel piano iuclinato abbiamo 
u — gtcosm , u =l/2g*cosm , 



I 



2 » 

g cosm 


Si domandi ora la velocità quando il mobile avrà percorsa 
la lunghezza l del piano inclinato. Basterà porro l invece 
•li j in u = 1 ^ 2 gs quindi avremo 


u = l/2j?cosm ; ma Icasm — a 

dunque u =[/ r 2ga cioè avrà acquistato per la lunghezza la 
velocità che acquisterebbe liberamente cadendo per I' al- 
tezza , che è la proprietà generale ( §. 80 ) per lo sdruc- 
ciolare dei gravi sopra linea qualunque. Il tempo però 
per la lunghezza ù mollo più lungo di quello per I’ al- 
tezza , e tanto piu , quanto è maggiore I' angolo fatto dal 
piano inclinato coll'altezza. Infatti il tempo per l'altezza è 

■ /"2d I 2/ 

T =1/ - , e quello per la lunghezza è T- 1/ 

V 9 r geosm 

ila ciò può sorgerò il problema : determinare la porzione di 
piano inclinato cominciando dal vertice , che si percorre 
nello stesso tempo dell'altezza. Abbiamo 


T 



2s 

geosm 


dunque T = l, e perciò * = acosm: quindi la dimandala 
porzione ò la projezione di a sopra /, ed é perciò limitata 
dalla normale condotta dal vertice dell’angolo retto sulla 
lunghezza del piano inclinalo. 

Ma se il mobile percorre questa normale pure impiega 
lo stesso tempo dell’altezza. Infatti se dal punto ove cade 
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la normale sulla ipotcnusa si conduca una linea verticale 
uguale all'altezza ed il suo estremo si congiunga coll 'estro* 
mila inferiore con una retta, si proverà che essa è normale 
sulla ipotenusa, quindi questa normale sarà uua porzione 
del piano inclinato che abbia per altezza la della verticale 
quindi il róobile percorrendo la normale all'Ipotcnusa im- 
piegherà lo stesso tempo che cadendo per questa verticale 
o per l'altezza del primo piano inclinalo: dunque possiamo 
dire che se si fissi una retta verticale , e dalle due sue 
estremità si conducano due rette che si uniscano nell’angolo 
retto, ciò si può avere in infiniti modi, queste rette con- 
siderate come piani inclinati si percorrevano nello stesso 
tempo , che se cadessero liberamente per la delta verti- 
cale. 

Ora è evidente che queste rette sono corde, che in un 
semicircolo si conducono dalle estremità d'un diametro ver- 
ticale. 

93. Oscillazione del pendolo. Si supponga un cir- 
colo verticale, ed in questo un diametro verticale, che nel 
basso terminerà al punto più basso del circolo. In que- 
sto si consideri un arco A a sinistra. Si muova un punto 
materiale animato dalla gravità g e discenda per I' arco 
in un tempo < fino ad un punto , rimanga I' arco t a 
percorrersi fino al fondo. Sia a l'ascissa dell’estremità su- 
periore di A compalala dal punto più basso, ed r il raggio 
del circolo. Se il mobile prosegue il suo sdrucciolare per 
l’arco arriverà al punto più basso, ove ba la velocità che 
acquisterebbe liberamente cadendo per l’altezza a di A. Con 
questa velocità salirà per un uguale arco A a destra nello 
stesso tempo in cui ti caduto per A, ed al culmine avendo 
estinta la velocità ricadcrà per l'arco A a destra onde ri- 
salire per I' arco A a sinistra e cosi successivamente. Or 
lo stesso moto si ottiene se si escluda il detto circolo, c 
si ammetta un filo rigido tf*»n pesante di lunghezza r che 
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possa rotare in nna sua estremila nel centro dei detto cir- 
colo, cd all'altra estremità pesi dell'unità di peso g. 

Infatti se dal detto centro si conduca verticalmente una 
retta r, ed il filo pesante all' estremità si faccia deviare finché 
faccia col raggio verticale r un angolo misuralo da A, la- 
sciato a sé il Glo, a causa del peso dell’estremità andrà verso 
il raggio verticale il suo estremo pesante percorrendo l'arco 
A, e giunto al punto più basso, o fattosi il filo verticale 
l'estremo pesante avrà la velocità che acquisterebbe libera- 
nenie cadendo per l'altezza dell'arco e con questa velocità 
a dritta monterà per un arco a questo uguale per poi di- 
scendere. Il moto del pendolo per l’arco doppio di questo 
si dice un' oscillazione del pendolo, quindi l'oscillazione del 
pendolo è il moto del punto infimo. Trattiamo del molo di 
questo pendolo trovando il tempo che esso impiega par- 
tendo dal punto più alto dell'arco che percorre arrivando 
ad un suo punto qualunque. La velocità non si deve tro- 
vare perchè si conosce. 

L’estremo supcriore di A è il punto di partenza del pen- 
dolo, cd in un tempo ( giunge all’ estremità superiore di 
s: da queste due estremità si conducano due normali al 
raggio verticale, e la distanza del piede della prima nor- 
male dal centro sia c, e del piede della seconda sia z. Parla 
l'estremo del pendolo di peso la gravità g dal punto A 
colla velocità k ed abbia la velocità e al principio di s 
avremo 

v 1 — k* -t- 2 g(x — c) , 

Ora abbiamo df= — — , ove il di è negativo perchè al 
v 

crescere del tempo decresce l'arco dunque 


V 2y(* — «)] 

Si dica « l'angolo fatto colla verticale dal pendolo quando è 
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all’estremo superiore di A, c 8 quando è all'estremo supe- 
riore di s ambedue pel raggio uno avremo 


t = rS , 



rd5 

di 


Avremo ancora 
(1) dl = 


— rdO 

1/ [A'-t-2jr(cos9 — cosa)] 


o questa è la forinola ebe si deve integrare. 

94. Caso In cui l'equazione del tempo del pendolo è 
Integrabile In forma Unita. Questo A quando si abbia 

(2) = 2jr(l cosa) 

che ha luogo quando il mobile parte dall’ estremità di A 
colla velocità che acquisterebbe liberamente cadendo dalla 
distanza verticale di questo punto al punto culminante del 
circolo. Per avere l’ integrazione si faccia 6 = 2a. In que- 
sto caso 

1 cos9 = 2cos J a 

e la equazione fi) diventando colla condizione (2) 

— rdO — 2rda . , r da 

1/ *2jr (l-+-cos5) l/'2jr(l-*-cos2a) * g cosa 


. da 

Per integrare si rifletta che possiamo porro 

cosai 


d. sensi 


/’ da Cdu cossi n d 

J cosca J cos a a J t - 
Si ponga sema = x ed avremo 

f ±. = _ c - i i.,. 

./cosa J 1 — x 2 8 1 — x 2 8 


l-i-sena 
1 —sena 


1 l-+-sen!0 

= 2 ° R ‘ l-sculS "*■ 


C 
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/l-t-send9\ 


1| /~ r /l-+-send9i 

s|/ (r^5s) 


Portando l'integrale al principio del moto sarà 
1 = 0 i $ — oc 


onde 


0 = - i|/~ r - log. _ C . 

ÌV g b \1 — senfcat/ 


Sottraendo questa dall'antecedente uguaglianza sarà 


(3) 


-Vi 


log. 


/1-t-seulat 1 — send5 


\ 


Vi — senìce ’ l-<-seiiÌ5/ 


95. Clini del rlonltamento.TSe il mobile partisse dal 
punto culminante del circolo I’ angolo oc sarebbe r cioè 
mezza circonferenza. In questo caso la (3) si ridurrebbe ad 
una quantità divisa per zero, che è simbolo d'assurdità : 
dunque In qneslo caso é assurdo il moto, e cosi deve es- 
sere perché il mobile pesante trovandosi nel punto culmi- 
nante dei circolo si trova sulla tangente orizzontale dunque 
deve essere in quiete. 

Giunto il mobile al punto più basso sarà 9 = 0 onde il 
tempo per giungervi sarà 


T 



-t-scnia 
— senia 


96. Cuna alile In pratica, pel quale al può Inte- 
grare l'equazione dlflferenzlnle del tempo del pen- 
dolo, Questo caso è che le oscillazioni siano di poca am- 
piezza ossia che oc , e 9 siano angoli piccoli. Si supporrà 
eziandio che il mobile parta dalla quiete onde si farà A=0, 
allora l'equazione (1) diventa 



d9 

y (2cos0 — 2coscz) 


1 
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cos9 = 1 — 



9 * 

2.3.4 


cosa = 1 


2 


at 4 

2.3.4 


Essendo 9, ed oc piccole quantità si potranno trascurare le 
loro quarte potenze, onde avremo 

. / r d9 

d ‘^-y gW-G')' 

Integrando c determinando la costante col riflettere clic 
quando 9 — oc, f = 0 avremo 

(4) **=[/] a rc. CO s (— -—) 


Se si suppone il pendolo posto verticalmente cioè il ino* 
bile giunto al punto più basso sarà 5 — 0 onde 



ed avremo 



Avendo in questo luogo il mobile la velocità acquistata per 
l'altezza dell’arco roc con questa monterà a dritta per un 
uguale arco , e nello stesso tempo : onde il tempo d' una 
oscillazione sarà 


T = 


n 



discenderà quindi e farà un’altra oscillazione nello stesso 
tempo, e così di seguito. Egli 6 rimarchevole che questo 
tempo dell' oscillazione è iudipendente dall’ arco che per- 
corre il mobile, o dall'ampiezza dell'oscillazione, in guisa 
ebe sebbene l'oscillazione vada rallentando il tempo rimane 
lo stesso. 
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97. Dlnceaa «l’nn punto materiale pesante per la 
concavità di nn arco cicloidale» Si consideri un arco 
cicloidale che abbia il vertice al punto più basso : da que- 
sto si alzi la verticale e l'ascissa, computata da questo punto, 
del punto di partenza del grave sia A: in un tempo < poi 
giunga ad un punto la di cui ascissa sia x , e l'arco che 
rimane a percorrersi fino al punto più basso sia ». Se A 
è l'ascissa verticale del punto di partenza, ed x I' ascissa 
del punto dell'arco dove arriva in un tempo t sari A — x 
l’aliena verticale dell’arco percorso onde la velocità dopo 
il tempo ( sarà 

— ds — di 

e=l/^2o(A — x) ora di— : dunque di — — — 

v 1 |/2y(A— •*) 

Nella cicloide l'arco s ó duo volte la corda dell' arco del 

circolo generatore della stessa ascissa x: dunque s = 2 j/ox 

essendo a il diametro del circolo generatore adunque 


— dx 


d,= V jdx perciò * = ^(Ax-x-) 

Per integrar subito — — — si dividano ambedue i ter- 

0 [/'{hx—x) 

mini per [/~hx avremo 

— dx 

f. ~ dx — =r — J" — =2arc.cos/=l/"' 

J]/ (Ax — x’) \ r hi 


dunque 


t=2 j/ è arcc08 (=|/' r) • 


Non vi è costante perchè al principio del moto 1=0, :c^=A. 
Se si dica T il tempo che impiega il mobile ad arrivare 
al punto più basso dovendosi fare x = 0 avremo 
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essendo n mezza circonferenza di raggio 1. Si vede che il 
tempo della discesa fino al punto più basso della cicloide 
é indipendente dal punto di partenza , o dalla grandezza 
dell’ arco percorso. Si chiama tautocrona la curva che si 
percorre da un grave scendendo al punto più basso, di qua- 
lunque grandezza sia l'arco percorso, impiegando sempre 
I’ islesso tempo: dunque la cicloide é tautocrona, e dimo- 
streremo che 

98. La isola cicloide è curva tautocrona. Se si no- 
mina t' il tempo che il mobile impiega a percorrere una 
curva qualunque c di qualunque grandezza per discendere 
al punto più basso ritenendo le superiori denominazioni 
avremo 



— di 

V (h — x ) 


integrando da x— h ad x — 0 ovvero 

'* di 

'( 1 ) * 


'V%=/ 


. |/(* 


integrando da x = 0 ad x = h. Ora per trovare la curva 
tautocrona si deve trovare la curva dove riesca l' \/ 2g in- 
dipendente da h , cioè la s deve essere funzione di x in- 
dipendente da h. Sia questa funzione 

(2) * — Ax“ -t- Bx^ Cx> ec. 

essendo A, B, C ec. «, 7 , ec. coefficienti ed esponenti 

numerici indeterminati. Poiché I’ arco « , c la x debbono 
essere allo stesso tempo zero al punto più basso, nell’an- 
tecedente equazione veruno degli esponenti potrà essere 
negativo, c nino termine indipendente da x. Anzi si vede 
a priori che l’esponente più basso deve essere minore del- 
l’unità perchè al punto piu basso la tangente dovendo es- 
, ds 

sere orizzontale — dovrà essere la secante trigonometrica 
di 90° o impossibile, ciò che si avrà perché differenziala 
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ii • . . . dt 

(equazione supcriore e divisa per dx, avrà — un termine 

di esponente negativo , che sarà proveniente dal termine 
di esponente minore dell’unità. 

Prendendo il differenziale dcU'cquazione (2) e sostituen- 
dolo nella (1) avremo 



x*~'dx 

|/(A - *) 



x^~'dx 

^(h—x) 


ec. 


Si faccia x — hx\ dx = hdx’ allora i limiti dell' integrale 
saranno zero e l’unità, si avrà per esempio 

r h x*-'dx , n x'^-'dx' 

J. I SIA -x)~ J 9 ^ (!_*’) 


si ponga 

’* x'"-'dx' 


r x'*-'dx' r 

J. ’ J. 


1 x' a ~’dx' 
1 /( 1 -*') 


=B'ecc. 


ed avremo 

t'l/2g — aAA'A*-!— /5BBV-! ec. 

quello che si dove avvertirò é che niuna delle quantità 
A', B', ec. non può essere zero ; imperocché i valori dei 
differenziali di cui sono le somme non cambiano di segano 
fra i limili dell’ integrazione: questi valori sono lutti po- 
sitivi, c perciò positivi saranno gl’ integrali. Ora è evidente 
che il valore di /’ non può essere indipendente da h se 
lutti i termini della serie antecedente non siano zero ec- 
cettuato quello nel quale l’esponente di A è zero o che cor- 
risponde ad uno degli esponenti oc, fi, ec. = £. Supponiamo 
che questo termine sia il primo , o che si abbia ec = J. 
Affinché sparisca il secondo termine deve esser zero il pro- 
dotto B B’, il che richiede che B sia zero non potendolo 
essere ne fi , ne li'; io stesso si dica dei termini seguenti 
nei quali dovrà essere C = 0, D = 0 ec. Dopo ciò l’equa- 
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zione (2) diverrà s = Ax' , ed t 3 = A’x , che appartiene 
alla cicloide. Se a 6 il diametro del circolo generatore sarà 
A 3 = 4a, e quindi t'^2j=A'i/o perché «=J d'altronde 



L’integrazione si eseguirà come nel (§. 97). Avremo dun 
que in ultimo 



101. Il tantoeronlamo dello cicloide per qnn lun- 
qae arco, e del circolo per gli archi piccoli al può 
provare senza le Integrazioni. Nella cicloide siano 
terminati al punto più basso gli archi A, ed s. Sia l’arco 
A diviso in nn numero di elementi uguali che diciamo a, 
ed s in altrettanti elementi che diremo *\ Ora se le forze 
accelcratrici colle quali il grave entra a percorrere gli ar- 
chetti omologhi a ed s' sono proporzionali agli archetti me- 
desimi, questi sono percorsi nello stesso tempo. Abbiamo 

infatti t 1 = dove è chiaro che so g c proporzionale ad 

z, sarà costante : e se ciò avvenga in ciascuno dei punti 
omologhi di A, ed * è palese, che ciascuno degli clementi 
del peimo sarà percorso nell’ istesso tempo dell’ elemento 
corrispondente del secondo , e cosi anche gli archi interi 
A , ed s saranno percorsi contemporaneamente. Ora o sia 
la curva A una cicloide, o sia un arco circolare di poca 
ampiezza avviene appunto che le forze acceleralrici tan- 
genziali in due punti omologhi qualunque per esempio prin- 
cipio di A, c principio di s sono proporziali agli archi A, 
cd j, e quindi ancora agli elementi a ed >’. Sia infatti x 
l’ascissa del punto superiore di t computata dal punto in- 
fimo, e sia y l’ordinata di questo punto. La forza tangcn- 
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zialo al principio ili s sarà 
dosi s 1 = ax abbiamo 


. Ora nella cicloide aven- 
ds 


dx 2s , dx 

— - = — : dunque g — - = & 
di a di 

e perciò la forza 6 proporzionale aM’arco s. 
biamo 


9J_ 

a 

Nel circolo ab- 


dx j/ dx _ gj 

ds a ' ^ di a 


Ora se I' arco é assai piccolo la mezza corda si confonde 
coll’ arco s dunque qui ancora la forza al principio di a 
e proporzionale a questo. 

102. la cicloide è In corra per la quale discen- 
dendo nn grave Impiega II minimo tempo. S’imma- 
gini una curva qualunque di discesa, c siano x, y, x le 
coordinale d'un punto, ove il grave si trovi in un tempo 
I. Supponendo che l’asse della x sia verticale e diretto nel 
senso della gravità, ed indicando con « l’ascissa del punto 
di partenza, la velocità che avrà il mobile al tempo t sarà 

- «) • Facendo |/" (l -+■ £ì)= ** 


in guisa che si abbia ds = udx risulterà 


V dgdi 


udx 

V\ x ~ «) 


dunque chiamando il valore di x al punto più basso si 
avrà pel tempo della discesa 



udx 

[/ (i — «) 


Quindi si devo determinare la curva per la quale questo valo- 
re risulti un minimo. Ma per piùgeneralità considereremo l'io- 
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graie U -j? Xudx , nel quale X è in funzione di x , 

che nel caso noslro sarà (x — «)* >. 

Indichiamo con i una quantità costante ed infinitamente 
piccola e con Sy, Sz due funzioni arbitrarie di x assoggettale 
alia condizione d’ esser nulle per x = a, ed x = (3 e di 
non diventare infinite, o rompersi la continuità per li va- 
lori intermediari di x. Siano U', e u' ciò clic divengono U, 
ed u allorché vi si pone y iSy, x -t- iòz invece di y, c z 

in guisa che U' =p Xu'dx, integrale che apparterrà ad un 

altra curva, che ha gli stessi estremi della proposta, e se ne 
discosta tra questi di quantità infinitamente piccola. Avremo 

dunque U' — U= -j ' X(u' — u)dx , c posta la proprietà 

della curva proposta questa differenza U' — U dovrà es- 
sere positiva qualunque siano i valori di 3y , 3z , c qua- 
lunque segno si dia ad «. Ora sviluppando la differenza 
u' — u secondo le potenze di i, ed indicando con i Su 
il primo termine del suo sviluppo, il primo termine di 

U' — U sarà iC' Xdudx, da cui si conchiuderà come nei 

massimi c nei minimi 


(a) f XSudx = 0 

J u 

senza che U'— U cambierebbe di segno con » mentre deve es- 
sere sempre positiva. Questa condizione ó comune al massimo 
ed al minimo. Quando sarà soddisfatta, la differenza U' — U 
sarà in generale inGnitamcnto piccola di secondo ordine 
Kssa avrà lo stesso segno del coefficiente di »*: quindi san. 
un massimo o un minimo secondochè quel coefficiente sarà 
negativo o positivo, ma poiché nel noslro caso deve essere 
un minimo, quindi quel coefficiente dovrà essere positivo 
e basterà di soddisfare alla condizione (a). La quantità iSu 
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non è che il differenziale di u rispetto r, ed y, cd in esso 
gii accrescimenti sono espressi da iìy , t'3*. Sopprimendo 
il fattore « comune ad «3», ed al suo valore si avrà 

j 1 dy dì y 1 dx dìx 

u dx dx u dx dx 


e ciò differenziando il valore di u, quindi 1' equazione (a) 
diventerà 



X dxdìz 
u dx dx 


Integrando per parli cd avvertendo cho ìy, ìx sono nulle 
per ipotesi ai limiti x = <*, x = /3 avremo 


J 'P X dy dìy r ? 'u dx) 

a U di di dx 

f l> l?i d h dx== -f p d( l d J) 

J.udxdx j . '« dx' 


ìydx 


dx 


ìxdx 


Queste cangcranno l'antecedente equazione in quesl’altra 
X dy > » . /X dx\ 


SI 


<£)*■ 


dx 


dx 


]- 


o 


Ora essendo ìy, 3* funzioni arbitrarie di x, questo integrale 
non può esser nullo se non sia nullo il differenziale da in- 
tegrarsi, dunque avremo 


dx 


Sy- 


<£*) 

dx 


3z = 0 
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Qui 5y , $s essendo qualunque l’equazione si verificherà 
facendo 



Integrandole col supporre a, a' le costanti avremo 


quindi 


X dy X dx 

— r = a» - ~r — o 
u dx u dx 




dx 


dx 


integrando di nuovo , e supponendo e la nuova costante 
avremo a'y — ax = e: questa è la proiezione della curva 
domandata sul piano delle x, y, dunque questa curva è a 
semplice curvatura perchè ha per projezione una retta. 
Per semplificare prenderemo per piano di questa curva il 


piano della.*, y, avremo in questo caso u= 


-K (*• 


dy\ 

dx 1 ) ’ 


e si dovrà considerare la sola prima delle antecedenti equa- 

, . . X dy ... 

ztom cioè — ~ = a che ci darà 

u dx • 


Xdy — a[/~(dx 
dalla quale abbiamo 
(a) dy 


dy 1 ) 


adx 


W ~ <*’) 


Manca d’integrare questa equazione chè dipenderà dalla 
forma della funzione X, e poi determinare la costante colla 
condizione , che la curva in proposito e te sue estremità 
sono date di posizione. 


1 


1 

■ 


I 


V 


• { 
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Applichiamo I’ equazione (a) a! caso nostro. In quc- 

1 

sto X = — — dunque l'equazione (a) diventa 

(x — a.)dx 

y ~~ \ S[a(x — ce)—(x — a)’] 

1 

ponendo — invece di a. Questa 6 I’ equazione differen- 
ziale della cicloide di cui la base è orizzontale, passa per 
un dato punto di ascissa « , c di diametro a del circolo 
generatore. 


CAPO Vili. 


Molo dei sistemi. 

103. Principio di d'Alcmbert. Si supponga un siste- 
ma di punti materiali collegati fra loro, ed animati da forze 
qualunque. Egli é evidente che pel detto collegamento le for- 
ze applicate nella generalità uou sortiranno lutto il loro effet- 
to, essendo questo modificalo dall'azione reciproca delle forze 
stesse: quindi si distingueranno le forze impresse ai diversi 
punti dalle forze effettive, o da quelle che sortiscono il loro ef- 
fetto. Ora è evidente che le forze impresse debbono essere in 
equilibrio colle forze effettive le une o le altre volte in senso op- 
posto. Imperocché le forze impresse si possono conside- 
rare come componenti c 1’ effettive come le risultanti. E 
questo è il principio di d'Alcmbcrt, pel quale il moto si 
riduce all’equilibrio, o per dir meglio le formule del moto 
si deducono da quelle dell’equilibrio. 

101. Espressioni delle forze del moto In equili- 
brio fra loro. Si esprimano con m, in', m" ccc. gli ele- 
menti della massa del sistema. Siano 
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x , y , * ; *' » y' . ; x", y", x"-, ecc. 

le coordinale dei detti elementi. Siano ancora 

X , Y , Z ; X' , Y' , 1 } X", Y\ Z' 1 ; ecc. 

le componenti secondo i tre assi delle forze impresse ai 
detti clementi. E chiaro, che le componenti secondo i tre 
assi delle forze effettive da cui sarà animalo il punto di 
m di coordinate x, y, x saranno espresse da 

d’x d'y d 2 x 

lt 2 ' di 2 ' dt * ’ < 


perchè provengono dalle velocità prodotte da queste forze. 
Cogli accenti si avranno le componenti delle forze effet- 
tive degli altri ponti. Ora le forze effettive 

£x tfy >£z 

dt 2 ' d? ’ di 2 ’ 

sono le stesse per tutti i punti dell’elemenlo m , dunque 
le totali forze , da cui sarà animalo m secondo i tre assi 
saranno 

d'x d 2 y d 3 z 

m 1? ’ m 1? • m d? 

e cosi per gli altri elementi: dunque vi sarà equilibrio fra 
la forze 

X, Y, Z; X', Y', Z'j X", Y w , Z"; ecc. 

e le 



> t 
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d’x 

d'y 

d 2 t 

~ m d? ’ 

~ m dT" 

m di a ’ 

. dV 

, <*Y 

,dV 

1 

3 

a.] 
** 1 

«a 

_m Ir * 

-m -, , 

jajf 

- m" — ; 

m" w 

m" dV 
■ 0% — « 

di’ ’ 

dr ’ 

di’ ’ 


ecc. 

ussia dovranno essere in equilibrio i sistemi della forre 



105. Equazioni generali del suolo del alatemi ri- 
cavate dalle condizioni dcireqnlltbrlo delle forze. 

Sono sei l'cquazioni dell’equilibrio di un sistema libero di 
forre. Tre sono onde non abbia luogo il moto progressivo, 
c tre pel moto rotatorio. Lo prime tre saranno 



le altro tre si ottengono dal mandare a rcro le differenze 
dei momenti delle forze relativi ai tre assi: quindi sa- 
* ranno 
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Sfr (*-•£)-«(*-• 3>]- 

S[ * ( x - m 1? )- x ( z - m i?)lr 0 


106. 81 considera 1 equilibrio del moto progre- 
divo delle forse applicate, ed difettive. Dalle formo- 
le (1) abbiamo 


( 


(3) 


5>ì-S* 

E-S-E* 

£’S=E* 


107. Moto del centro di gravità. Siano x,,y„ le 
coordinate del centro di gravità del sistema avremo dalla 
teoria di questo centro Tequazioni: 

(4) Imx = M.T, , Imy — My, , Zmx = Mz, 

ove M è la massa del sistema. Da queste avremo 


V m d, y _™ £*■ d l l 

2u m ^ _ M d( , , 2j m d( * 


d*x, 


d 1 * 




d'Vt 

di* 


d’x, 


V d * M 

di* di’ 

Combinate queste colle (3) avremo 

«$'“£*• *S ! =S T ' M ^=S z 


* .* 


r 4 

j 


Ss 


• I 
1 

I' 
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dalle quali equazioni si ricava, che le componenti dell'acce- 
lerazione del movimento del centro di gravità eono identiche 
a quelle che si troverebbero per un punto la di cui massa 
fosse M, e che fosse sollecitato da tutte le forze date traspor- 
tale parallelemente a se stesse in questo punto. 

Per ciò che si riferisce al molo iniziale supponiamo, che 
sia prodotlo da forze istantanee aventi per componenti forze 
da produrre le velocità A, B, C in un punto materiale mj 
A', IV, C' in un altro m', e cosi di seguilo. Se in luogo 
delle forze continue si pongano queste istantanee nelle (3) 
avremo 


ma abbiamo dalle (4) 

V' d* dx, \ dy dy { 

^ di dt +— dt di 

S' dX M dz < 

Lj dt dt 

duoque 


Si vede adunque, che le componenti della velocità iniziale del 
centro di gravità sono le stesse di quelle che sarebbero 
per un punto che avesse la massa M e fosse sollecitalo 
da tutte le forze iniziali istantanee trasportate parallela- 
mente a se stesse io questo punto. 

Riunendo le due proposizioni si avrà questa. Il moto 
del centro di gravità d'un sistema libero qualunque è lo stesso 
come se vi si unissero tutte te masse dei differenti punti, e 
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se si trasportassero parallelamente a se stesse le forse istan- 
tanee , e le forse continue , che producono lo stato iniziale 
e lo stato susseguente del sistema. 

Da ciò si ricava , che so i punii del sistema esercitas- 
sero I’ uno sopra I* altro delle azioni reciproche uguali è 
contrarie, istantanee o successivo, il moto del centro di 
gravità non sarebbe punto alterato, perchè trasportate que- 
ste forze in questo punto si distruggerebbero due a due, 
Cosi degli urli o dei legamenti istantanei fatti tra più corpi 
del sistema , o anche delle esplosioni interiori producenti 
sempre azioni uguali e contrarie non modificherebbero af- 
fatto il moto del centro di gravità. Ed ecco in che con- 
siste il noto principio della conservazione del moto del cen- 
tro di gravità. 

108. SI considera l' equilibrio di rotazione fra 
le force applicate ed effettive. Si considerino l'equa- 
zioni (2) (§. 105) che si potranno porre sotto la forma 

(a) ! £ m (* 

Queste equazioni, che hanno luogo ad ogni istante del moto, 
ci dicono, che le somme dei momenti delle forze applicale 
relativamente ai tre assi sono uguali ai momenti delle forze 
effettive. 

109. Caao In coi la «omnia del momenti delle for- 
ze applicate sia nulla. In questo caso i secondi mem- 
bri delle equazioni (a) sono zero. 

Questo caso ha luogo primo, quando il sistema non è 
animato da forze successive: secondo, quando il sistema 
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essendo rigido, le forze successive fossero in equilibrio: poi- 
ché i detti secondi membri sono lo condizioni per l’equi- 
librio del moto rotatorio del sistema rigido. Finalmente i 
secondi membri sono nulli quando tutto le forze sono di- 
rette verso un punto che si può prendere per origino 
delle coordinate: perché in questo caso non vi può essere 
che moto progressivo. E poi in questo caso le forze X,Y,Z 
sono proporzionali ad x, y, x, onde abbiamo 

yZ = zY , zX == xZ , yX — xY 


In questi casi l'equazioni (a) ci danno 



Integrando queste equazioni e supponendo c, c\ e" le tre 
costanti avremo 



Queste equazioni esprimono, che: le tomme dei momenti delle 
quantità di moto che animano il sistema ad un istante qua- 
lunque secondo tre assi ortogonali sono costanti. In altri ter- 
mini se ad un istante qualunque si considerino le forze 
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istantaneo che produrrebbero su ciascuu punto , partendo 
dal riposo , il moto da cui A animato , e queste forse si 
decompongano secondo i tre assi ed in tre coppie le somme 
delle differenze dei momenti di queste coppie secondo i tre 
assi saranno costanti. 

110. Proprietà geometrica rlenvatn dal moto del 
sistema. Si consideri I' area conica descritta dal raggio 
vettore condotto dall’ origine ad un punto di coordinate 
x , y , z , e si proietti sopra i piani coordinati, avremo le 
aree su questi piani descritte in un dato tempo dalle pro- 
jezioni del detto raggio vettore. Sia ora 5 l'angolo formato 
in un dato tempo coll'asse delle y dalla projezione r del 
raggio vettore dello spazio sul piano YZ, e ebe giri dal- 

l'asse dello y verso quello delle *; avremo tang$ — — : 

differenziando sarà 


de 

cos’5 


ydi — xdy 



ina y = rcos0 , 


dunque r 7 d9—ydx—xdy, dunque come r'dO, cosi ydx — xdy 
sarà doppio del differenziale dell'area descritta dal raggio 
vettore r in un tempo inGnitesimo. Se ora con X, X' X" si 
esprimano le somme dello aree descritte dalle proiezioni 
dei raggi vettori sopra i piani coordinati, ciascuna molti- 
plicata per la massa del punto materiale corrispondente , 
{'equazioni (c) ci daranno. 


dalle quali 


II 

£-• S-. 

X = et , 

X' = c't , X" = c"t . 


da ciò si ricava che nei diversi casi (§. 109) delle somme 
dei momenti zero: le somme delle proiezioni delle aree de- 
scrìtte dai raggi vettori di tutti i punti moltiplicate per h 
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piccole matte di questi punti sono proporzionali al tempo in 
cui tono descritte-, ciò costituisce il principio della cosi detta 
conservazione delle aree. 

Ili. Equazione delle forze v!t«. Per forza riva s’in- 
tende il quadrato della velocità moltiplicata per la massa 
che ha questa velocità. Essendo in equilibrio le forze 


d*x d'y d*z 

x ~ m dF’ Y ~ m d?’ z ~ m dP 


pel principio di d'Àlemberl, e pel principio delle velocità 
virtuali (§. 302) dovrà regnare l’equazione 



Essendo in questa 5x, dy, Sz qualunque si potrà porre 
8x = dx , tìy — dy , dz =dz , 
quindi avremo 

£ - (jf ■ $ àr- % - “») 

ove il primo membro è la metà del differenziale di 

, (ix J dy 1 d£~ 

m \dF dt*~*~ dC 

o di Imu* indicando per u la velocità della massa m, dun- 
que 

(1) Ld.Imu* =I(Xdx Ydy -*-Zdz). 

Se dunque 

l(Xdz -+- Ydy -+- Z dz) 

è il difTcrenziale esatto d’una funzione 9 di x,y ,s; x’,y',z'- t cc. 
considerate come variabili indipendenti si potranno inte- 
grare i due membri dell'equazione precedente tra due tempi 
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qualunque c si avrà 

(2) ‘Zuiu 1 — ììmuS—<p(x,y,z ; x'. ..)—<?( x„ y„ . 

Quindi in questo caso I’ accrescimento della forza viva si 
può determinare quando si conoscano le posizioni di tutti 
i punti ai due delti (empi, questo accrescimento sarà in- 
dipendente dalle linee che abbiano percorse i punti in quel- 
I* intervallo, e tutte le volte cbe il sistema ripasserà per una 
medesima posizione , la soiroma delle forze vive ritornerà 
la stessa. 

Se le forze X, Y, Ì sono nulle il secondo membro del- 
l'equazione (2) è nullo, e la somma delle forze vive è co- 
stante. Ed ecco in che consiste il principio della conser- 
vazione delle forze vive. 

Se i punti del sistema sono soggetti alla sola forza di 
gravità si avrà 

X = 0 , Y = 0, Z = — gdm 

prendendo l'asse- delle z in direzione contraria alla gravità. 
L’equazione delle forze vive diventerà, indicando con z, la 
coordinata del contro di gravità 

J2mw’— JSmu’o = — jM(z — *»). 

Quindi la somma delle forze vive non dipenderà che dal- 
l’altezza del centro di gravità del sistema, ed essa ritornerà 
ad essere la stessa tutte le volte che questo punto ripas- 
serà per lo stesso piano orizzontale. 

Si dimostra, che l’espressione 

I(\dx -+- Ydy — Idz) 

è un differenziale esatto quando le forze che vi si consi- 
derano sono azioni reciproche tra li punti del sistema, pro- 
porzionali alla massa di questi punti, e dipendenti dalle loro 
distanze. Infatti siano x, y, z; x\ y\ z' le coordinate di 


I 


I 

I 


I 

t 


— 382 — 

due punii di alassa m, m', che abbiano una distanza f. La 
loro azione reciproca potrà esprimersi per mm'F indican- 
dosi con F la forza funzione della sola f. Ciò posto le tre 
componenti dell'azione esercitata da m' sopra m sopponendola 
attrattiva saranno 


— * . r y-y 

mm r — - — , mm r — - — , mm r — — — , 

e la quantità proveniente da queste componenti nell'esprcs- 
prcssione 

2{X<fx -v- Y dy — Z di) 

sarà 


{x'-~x)dx-*-(y'-y)dy^~t)di 

mm i - — — - j 

e la quantità proveniente dell’azione di m sopra m' sarà 

(x~x')dx'-*-(y -y')dy'-*-it—x')dx 
mm r — ■ — , 

e so si riuniscono si avrà 

(x— x')(dx— dx')-t-(y -y')(dy— dy')-<-(z~ x')(dx—d'i) 
— mm r 


ossia — mm'Fd/l[perchè (i — x')*-t -(y — y')*-v-(a — *')’= f 1 ). 
Si sarebbe trovato -t- mm'Vdf nel caso d’una forza repul- 
siva. Quindi tutti i termini provenienti dalle azioni reci- 
proche dei punti saranno differenziali esatti quando que- 
sto azioni non dipendano che dalla loro distanza e siano 
proporzionali alla massa. Abbiamo dimostrato altrove che 
era lo stesso per tutte le forze agenti verso centri (issi e 
funzioni delle distanze da questi punti. 

Si osserverà che il differenziale — mm'Fdf delle azioni 
reciproche ò negativo se df è positivo, cd è positivo so df 
è negativo. Dunque le attrazioni reciproche danno un accre- 
scimento nello somme delle forze vive quando i punti si 
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ravvicinano, cd una dimininuzionc quando l'uno dall'allro 
si allontana. Similmente se le azioni sono ripulsive la somma 
delle forze vive crescerà se i punti si allontanano , e de- 
crescerà se si avvicinano. 

CAPO IX. 

Moto di rotazione d' un sistema invariabile 
intorno ad un asse. 


112. Equazione del moto rotatorio. Supponendo il 
detto sistema animato da forze qualunque, queste affinchè 
sortiscano lutto il loro effetto debbono essere in piani 
normali all’ asse. Ciò posto per avere 1* equazione pro- 
posta col principio di D’AIembert stabiliremo l'equilibrio 
fra le forze impresso ed effettive queste volte in senso op- 
posto. 1 quantitativi delle forze effettive pei punto mate- 
riale dm sono espresse da 


d^x 

d? 


A d ’V A d '* A 

d,H> ìt' dm ’l? ^ 


Le forze impresse al detto punto potrebbero esprimersi per 
X, Y, Z; dunque queste forze sono in equilibrio con 


d J x d'v d'z 

~dF dm ’ ~ W dm ’ ~d? dm 


quindi i momenti delle prime debbono essere uguali ai 
momenti delle seconde relativamente ai tre assi. Ma è me- 
glio di considerare le due componenti dello forze effettive 
l'una tangente, e l'altra normale: la prima è quella che pro- 
duce la variazione dell'attuale velocità, e l'altra è la forza 
centrìpeta ebe viene distrutta dall'asse perchè diretta secondo 
il raggio che descrive il ponto, mentre l'altra è tangente 
al detto circolo. Ora questa forza è evidentemente espressa 
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da —dm essendo e la velocità del punto. Sia co l’angolo di 
dt 


raggio uno fatto da due piani ebe passano per I' asse di 
rotazione, l'uno fìsso, l’altro mobile coll’elemento dm. Se 
r 6 la distanza di dm dall'asse sarà ras l'arco di circolo 
che termina ove è il dm colla velocità v. La velocità è espres- 
sa dall' elemento seguente dello spazio diviso pel tempo 
dunque 



e 


dv d’ co 
dt T dt’ 


per la forza tangenziale. Se ora si dica I’ la la forza che 
anima l'elemento, c p la sua distanza dall'asse dovrà sus- 
sistere l’equilibrio di rotazione fra la forza 


2P, e 


rd’co 

~d, 7 


dm 


quindi i loro momenti dovranno essere uguali, e perciò 

, d’eo 

2P p — Ir </m=0 

ossia 

IPp — Ir’ dm — 0 
r dt ’ 

d’to 

perchè in lutti i momenti delle forze effettive il^j c lo 

stesso; dalla equazione antecedente abbiamo 

m d^__2Pp 

' ' dt 1 Ir’ dm 


La massa d’ un punto materiale moltiplicala pel quadralo 
della sua distanza dall'asse si chiama momento d'inerzia ri- 
spetto questo asse. Tale è nella equazione antecedente la quan- 
tità r’dm. 
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113. Applicazione alla Bilancia. Si consideri la bilan- 
cia in perfetto equilibrio, ma cbc per una azione qualun- 
que sia squilibrata come nella (pag. 102). Si ritengano tutte 
le denominazioni di quel caso. Egli è evidente che in que- 
sto caso 

IPp = P.oA M .gg' - Pi* : 

% 

dunque avremo 

d\ a _ P.aA-+-M.jj' — P. A* 
dt 1 fr’dm 

che sarà la forza che tenderà a far ruotare la bilancia in 
senso opposto, o a ridurla all'equilibrio. Vi si sostiuiscano 
i valori di ah, bk, gg' avremo 

Se OF = FG = 0 la forza restituente è nulla; allora la bi- 
lancia é pigra, anzi s’arrcsla del tutto essendo l’asta indiffe- 
rente a fermarsi in qualunque situazione. Che se OF, FG 
sono negative la forza restituente è negativa, allora la bi- 
lancia è folle perchè per minima inclinazione dell'asta in- 
vece di rimettersi nella situazione di equilibrio se ne al- 
lontana c trabocca. 

114. Noto II momento d'inerzia d ona massa riapet- 
to no asse che passa pel centro di (rarità, al trova 
11 momento d'inerzia rlapetto un altro aaae qua- 
lunque parallelo al primo e di data dlatanza . Sic- 
no tre assi coordinali, e l'asse delle z passi pel centro di 
gravità del sistema di un elemento dm, sia r la distanza 
da questo asse. Si consideri ora un altro asse parallelo al 
primo e distante da esso di a, ed al punto del piano delle 
x, y ove questo asse lo incontra siano le coordinate a, fi. 
Siano poi x, y, x le coordinale di dm, ed r' la sua distanza 

25 
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dal secondo asse avremo 

rW+y', a’-HSW , r n =(x-a)'+(y-(ì)' 

r' 2 = x ’ y 1 — 2«x — 2/3y — /3\ 

Moltiplicando per dm, e prendendo la somma sarà 

2r' 2 dm — Ir 2 dm — 2 alxdm — 2/3 2ydm a’m 

Ora 2xdm, lydm sono le somme dei momenti delle masse 
dm rispetto i piani delle zy , sx , che passano pel centro 
di gravità: dunque saranno zero, onde 

2r' 2 dm — 2r 2 dm a 2 m 

Se facciamo 2r 2 dm cioè la somma del momento d'inerzia ri- 
spetto l'asse che passa pel centro di gravità aguale a k 2 m 
avremo 

Ir' 2 dm = m(k 2 «*) 

So si sostituisca questa espressione nella (1) invece di Ir 2 dm 
avremo 

d’w IPp 

(2) dt 1 ~~ m(k 2 -v- a 2 ) 

115. Caso della rotazione d'nn corpo pesante in- 
torno «trasse. Supponiamo orizzontalo quest’asse, e sia 
quello delle j e I' asse delle x sia verticale. Si conside- 
ri l'angolo co fatto dal piano, che passando per l’asse 
fisso, passa pei centro di gravità del sistema, col piano ver- 
ticale delle yt. L'elemento dm sarà animato dalla forza ver- 
ticale gdm, cd il suo momento rispetto l’asse di rotazione 
sarà gxdm = P p dunque l’equazione (2) diventerà 

(fu gZxdm 

dt 2 m(k 2 -t- a’) 

So sia x,, la distanza del centro di gravità del corpo dal 
piano delle zy avremo 
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(T<u gx, 

di' m(A 3 -+■ a’) 

Ora x, — ascili) cd mx,=masen&) dunque 


(3) 


d'u gaseuu 

1 7 ~ k' + a* 


Se supponiamo che la massa m si riduca ad un punto ma- 
teriale all’estremità di a dovremo far k— 0 perche la massa 
trovandosi nel centro di gravità il suo momento d’inerzia 
mk J rispetto l’asse che vi passa é nullo; onde 


w 


d'u 
dt 1 


9 _ 

L 


[sensi 


sarà l’equazione pel moto rotatorio di questo caso ove la 
L è la distanza del punto materiale pesante dal centro di 
molo. Un corpo pesante che ruota intorno ad un asse si' 
dice pendolo. Se questo corpo 6 un punto materiale pe- 
sante all'estremità di una verga, che si suppone non pesan- 
te mobile intorno all'altra estremità di questa, si dice pendo- 
lo semplice: se poi è una massa pesante che ruoti si dice pen- 
dolo composto. Quindi l’equazione (3) è pei moto del pendolo 
composto, c la (4) è pel pendolo semplice. Confrontando que- 
ste equazioni si vede, che il moto del pendolo composto si 
riduce a quello del semplice se in questo si prende la verga di 

li 1 

lunghezza L = a ~i . Quindi questo pendolo farà le oscil- 

li 

(azioni nello stesso tempo del pendolo composto. Or per le 
piccole oscillazioni si è veduto (§. 96) che il tempo della 

oscillazione è espresso da T = 71 j/ — : se dunque in que-- 

sta, invece di a, si porrà L=a-+- ■— avremo il tempo dcl- 
l’oscillazionc del pendolo composto. 
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Si vede che il tempo dell’oscillazione del pendolo com- 
posto sarebbe lo stesso se invece si prendesse per asse di ro- 
tazione l'asso parallelo, che passasse pel centro di gravità 

perchè la lunghezza a -* del pendolo semplice dello stes- 

a 

so moto non varierebbe. 

Si nomina centro dì oscillazione d’uo pendolo composto 
qoalunqnc punto che fa parte del corpo , e che è legato 
invariabilmente al corpo il di cui movimento è lo stesso, 
che se fosse isolato, e fosse obbligalo a muoversi pel suo 
peso intorno allo stesso asse. Dopo ciò lutti i punti della retta 
condotta parallelemente all'asse di rotazione distante di 

** 

a — * 
a 

situata nel piano che passa per l'asse ed il centro di gra- 
vità del corpo saranno centri di oscillazione. Essi sono po- 

sii al di sotto del centro di gravità di una quantità — . 

La distanza del centro di gravità dall'asse, e dalla linea dei 
centri di oscillazione dando per prodotto A’ ne sieguc che 
se si prendesse questa ultima per un asse fisso , la prima 
diventerebbe linea dei centri di oscillazioue. La lunghezza 
del pendolo sarebbe come innanzi ed il suo moto sarebbe 
identico. Avverrebbe lo stesso se si prendesse per asse di 
sospensione qualunque altra retta parallela situata alla me- 
desima distanza dal centro di gravità , imperciocché a , e 
k‘ non cambierebbero. 

In generale il moto sarà lo stesso intorno a tutti gli assi 
ahe darebbero la stessa lunghezza al pendolo. 
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CAPO X. 

Determinazione del momento iT inerzia 
dei corpi di figura geometrica. 

116. Momento d'inerzia d'una retta di data lunghezza ri- 
spetto l’asse elevato normalmente ad essa in una sua estremità. 
Sia a la lunghezza della retta. L'elemento sia dx essendo x 

rhlx*dx= — , i 


la sua distanza dall’asse. Il momento sarà I 


e com- 


piendo l'integrale col porre x=a si ha — . In questo esem- 

u 

pio come nei seguenti chiameremo M la massa del sistema. 
Qui sarà M = a onde il momento d’ inerzia si esprimerà 

per ^ Ma’. Se l'asse fosse elevato sul centro di gravità o 

U 

sul punto medio della retta il momeuto d'inerzia sarebbe 

1 i 1 „ 

is * ' 

117. Si cerca il momento d'inerzia della periferia di un 
circolo di raggio a rispetto d’un asse condotto pel centro, 
e normale al piano del circolo. L’elemento essendo ds, e la 
sua distanza dall'asse =a sarà il momento fa*ds == a r s e 
compiendo l’integrale col porre s = Ina viene il momento 
2rro’=MaV 

Vogliasi il momento d’inerzia della periferia rispetto un 
diametro. L’elemento è ds = , la sua distanza dal dia- 

y 

metro é y ; quindi il momento elementare é aydx , ed il 
totale afydx: ma fydx è l’area del circolo = tra 1 dun- 
que il momeuto cercato sarà 

no*— Ma* 
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118. Si cerca il momento d'inerzia dell’arca del cir- 
colo rispetto l’asse elevato normalmente dal centro sul piano 
circolare. Si supponga mia distanza qualunque z dal cen- 
tro, c con questa s’intenda descritta una circonferenza dello 
stesso centro, ed un’altra di raggio z-t-dz, l'area compresa 
fra i due detti circoli sarà 2 nxdz, e trattandola com'una li- 
nea circolare sarà (§. 117) il suo momento 2nz*dz. Integran- 
do c compiendo l’integrale facendo z=a sarà il momento 
cercato ftra 4 , o JMa*. 

Vogliasi il momento del circolo rispetto il diametro. L’area 
della zona elementare essendo come sopra 2 nzdz. Il mo-- 
mento di essa risulta (§. 117) nz*dz. Integrando e ponendo 

1 1 

z = a sarà il cercato momento -j rra* = -? Ma*. 

4 4 


119. Troviamo il momento d'inerzia del parallelepipedo 
rettangolo i di cui spigoli sono a, b, c prendendo per asse 
il lato c. Si prendano i lati a, 6, c per assi delle x, y, z sarà 
l’elemento del solido dxdydz, ed il quadrato della sua di- 
stanza dall'asse c sarà x’-t-y’: dunque il momento d’iner- 
zia sarà f(x 2 -+- y 1 )dxdydz. Integrando successivamente ri- 


spetto le tro variabili avremo - x 3 yz ■ 

O 


-xy’z. Compiendo 

o 


l'integrale co,l porvi a, b, c invece di x , y, z avremo 



ossia 



Passi ora l’asse pel centro di gravità e parallelo a c: di- 

1 

sterà da questo di -(a J -t-A I ). Abbiamo ora (§. 114) 


fr'*dm — / r’dm MA’ 

dunque il momento domandalo 

|M{o a -i-A J )- jM(o 1 -r-A , )=-l 
o 4 1 1 
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120. Si domanda il momento d'inerzia d‘un solido nato 
dalla rotazione di una superficie terminata la linea di nota 
equazione intorno ad un asse e rispetto questo asse. Sia x 
l'ascissa computata dal vertice della linea data ad un suo 
puntodi ordinata y. Si consideri il cilindro lo di cui basi 
hanno per ascisse x , x-t-Jx. Questo si potrà considerare come 
la massa d’un cerchio, onde il suo momento rispetto l’asse 
normale al centro (§. 118) sarà Jnxidz , onde quello del 
solido sarà ^nfy^dx. 

121. Applicando questa formula al cilindro, al cono, alla 
sfera avremo i valori seguenti per li loro momenti d’ i- 
nerzia. 

1. ° Pel cilindro di cui r sia il raggio ed a l'altezza 

ijrr'lo = )Mr’ 

2. * Pel cono di raggio r nella base, c di altezza a 


1 

10 


ry<a — 



3. d Pel segmento sferico di raggio r e di saetta x 



4.* Quindi per l'emisfero 



c per l’intera sfera 



122. Si voglia il momento d’inerzia d’un clissoidc. Tro- 
veremo i momenti relativamente ai (re assi principati. Sia 



1 
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l’equazione. Cerchiamo il momento d'inerzia relativamente 
all' asse delle *. L’elemento solido è dxdydz ed il suo mo- 
mento (x'-*-y’)<lxdyrfz, integralo rispetto a * avremo 

x(x % y’)dxdy, 

i limiti di x sono 

dunque l'integrale del momento fra questi limiti sarà, 

2c(*’ -+- y a )j/~ (l — X - 2 — |i)dxdy 
che si spezza nei due 

(1) 2cx a j/* (l — |,)dxdy-^2cy a (l - ^—^jdxdy 

Integriamo la prima parlo relativamente alla y. Si ponga 

, 6V 

b j- = r Allora l’ integrale della detta prima parte 


sarà 


2ex a <fx 


■fw - y 2 )dy. 


L'equazione della sezione dell' ellissoide pel piano x, y, è 
i a o a 

dunque i due limiti del nostro integrale saranno dati dal- 
l'equazione y=dfcr: ora /^(r 1 — y a )dy essendo la qua- 
dratura d’nn semicircolo di raggio r sarà %nr* dunque ri- 
mettendo il valore di r 1 avremo 

2cx 2 dxJ ^/~ (l - V -, — J)dy= J («V— x*)dx 

ed integrando da x= — a sino ad x = a si avrà 
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ScJ/x’j/' (l - fi - 7)** = ^ • 

L'integrale dell'altra parte di (1) confrontandola colla prima 
^Kcfibc 

sarà — 7 = — : dunque il momento rispetto l’asse delle z, o 
15 

4 71 afa 4 

l’asse c sarà- -- (a a -+- 6 a ) la massa M dell’ellissoide è-nabe 
15 o 

1 

dunque il dello momento sarà - Al(a J -+-A 2 ). Per analogia 

D 

i momenti d’inerzia dell'elissoidc rclativamcoti agli assi a, 
b saranno 

4m(A 1 -^c’), ÌM(.’W). 

3 u 

Questo solido diventa una sfera quando a = b = e, quindi 
4 nabe 4rr a 1 

M =r — g— = -g— 

ed i tre momenti si ridurranno 


i- no 5 =- Ma' 

15 5 


come al (§. 121). 
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APPENDICE 


123. Espressloal dell ottpmlone di an corpo qan- 
laaqac sopri» don paolo materiale. Sia D un punto 
fisso intcriore al corpo attraente. Da questo punto condu- 
ciamo tre assi ortogonali D.r, Dy, Dì: indichiamo con M 
un punto materiale del corpo attraente di massa dm, c di 
coordinale x, y, x. Siano a, fi, y, le coordinate del punto 
materiale O attratto di massa /jl, ed u la distanza del punto 
attraente M al punto attratto 0, avremo 

«*=(« - *)*-*~ifi - y)’-M7 - *)* 

L’attrazione esercitata da dm sopra [i sarà secondo la retta u. 
Questa forza sarà in ragione diretta delle due masse dm, e /j. 
ed inversa del quadralo della distanza u. Dicendo dunque F 

fixdm 

questa forza porremo F — —, — , ove f è un coefficiente 

costante, che esprimerà l'intensità del potere attrattivo re- 
lativo all’unità di massa , ed unità di distanza. Le proje- 
zioni della distanza MO sopra i Ire assi sono 


quindi 


a. — x , fi — y , y — x , 
a —x fi — y y — x 
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sono i coseni degli angoli ebe la forza F fa coi Irò assi, 
quindi le sue componenti secondo questi assi saranno 



Se si esprimono con A, B, C queste componenti avremo 

^«fSf-ìr *■ ' 

Se o esprima la densità di dm c dv il suo volume avremo 
dm = pdv 

Le tre integrazioni in A, B, C si riducono ad una sola 
se si ponga 

*•> ’-JEfr 

facendo i limiti di queste integrazioni gli stessi che i li- 
miti delle integrazioni in A , B , C. Ora la posizione del 
punto O non ha che far nulla ne’ colle integrazioni antece- 
denti, be’coi limiti di queste integrazioni, perche riguardano 
solo il corpo attraente: quindi nel valore di T eseguendo 
le differenziazioni riguardo ed et, (3, y coordinate di 0 si 
possono eseguire sotto gl'integrali, perciò avremo 



dee d/3 



dy 
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dunque 

(2) A— tfg. ■ — tfg, C— 

124. Applicazione all'attrazione della ofera. L'at- 
trazione di una crosta sferica omogenea e di grossezza co- 
stante di centro D sopra il punto O evidentemente si ri- 
durrà all'attrazione diretta secondo DO. Facendo coincidere 
questa retta coll’asse delle x, le componenti B, C secondo 
gli assi delle y, z saranno nulle, c non si dovrà calcolare 
che A. A questo scopo ci serviremo delle coordinate po- 
lari come nel (§. 270). Sia r la distanza DM di un punto 
materiale della crosta dal centro, c 9 l’angolo MDO che r 
fa coll’asse DO delle x. Se per D si fa passare un piano 
cui DO sia normale si dica a I’ angolo che fa la proje- 
zione di r sul detto piano con una retta fissa , che par- 
tendo dal centro O giace su questo piano, e ciò come nel 
detto paragrafo da cui abbiamo 


dv = r'sonWrdWa 


per I’ elemento del volume del punto materiale M. Pren- 
dendo il valore ’-jOOT ^ vi si ponga 


dm = prHen9drdQdu . 
Abbiamo un triangolo DOM in cui 

DM — r , u = OM , DO = a , 
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e l’angolo ODM = 9 : dunque 


perciò 


u 1 = a* — 2arco»G -+- r 2 
sen GdrdOdto 


(oc 2 — 2arcos9-*-r 3 ) 


Ora i limiti dell'integrale relativo ad r sono 
r — b , r— a , 


ove A è il raggio della superficie sferica intorno della cro- 
sta, ed a il raggio dell’esterna. I limiti di 9 sono zero e 
n, e quelli di a sono zero, c 2 n. Integrando la (3) rela- 
tivamente ad a, e tra i detti limiti avremo 


_ C a / rsen&dS \ 

T = Vj, (f w | 7 - (« - - - a^ T o T e ) rir 


Ora 


* 1, *-"£*-* - V(^—r-yc 


' l / (oc 2 — 2arcos0 r*) 

Ai limiti zero e n il radicale ha i valori 
dt {« — r) , ± (a. -+• r) : 


ma poiché esso ci esprìme la distanza positiva MO, al li- 
mite 9— n si dovrà prendere il suo valore u = oc -t- r, ed 
al limite 6 — 0 si dovrà prendere r — oc , o oc — r secondo 
che il punto attratto 51 sarà dentro o fuori della crosta. 
Vedremo poi quel che si deve fare allorché il punto at- 
tratto si troverà nella crosta, talché in una parte di que- 
sta sarà r>«, e nell’altra r ■< a. 

Se ora l’ integrale (4) si porta fra i limili, ma per un 
punto interiore esso ci darà 



oc) - (r 



2 
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quindi il valore di T non dipenderà da oc, perciò il valore 
di A dipendente dalla derivata di T relativamente ad oc sarà 
zero, quindi un punto interno alla crosta risente attrazioni 
che danno una risultante nulla. 

Lo stesso integrale (4) portato ai limiti, ma per un punto 
attratto fuori della crosta ci darà 



dopo ciò avremo 

T = ^r\’dr=4^ 

OL'J t. 


-è*) 


3a 


« 


essendo M la massa della crosta sferica, il di cui volume 

4n(o s — A*) 

è - . In questo valore di T prendendo la derivata 


relativamente ad oc si sostituisca in A, avremo 


A = p. 


w 


cbc esprime la stessa attrazione di tutta la massa ricon- 
ccutrata nel centro: quindi 1‘ attrazione di tutta la crosta , 
ed anche della sfera intiera su d' un punto esteriore è la 
stessa come se tutta la massa fosse riunita nel centro. 

Se il punto attratto i nella crosta in tal caso dividendo 
questa iu due per mezzo di una superficie sferica ebe passi 
pel detto punto c cho abbia per centro il punto D centro 
della crosta si troverà dentro la crosta superiore, e sopra 
l’inferiore. Dalle superiori risentirà attrazione di risultante 
nulla , e dalla inferiore attrazióne come se la massa fosse 
riunita nel centro. Supponiamo ora, che questa crosta sot- 
toposta diventi una sfera di raggio a , 1’ attrazione speri- 
mentata dal punto O essendo espressa da 


a i j 4ro« i 

A= — — , ed csseudo m — —j - — 
a o 


A = 


hnpfpa 
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cioè V attrazione sarà proporzionale alla disianza a del punto 
attratto dal centro. Da tutto ciò si ricava che le attrazioni 
di una sfera per punti fuori sono in ragione ■ inversa del 
quadrato delle distanze dei detti punti dal suo centro ; che 
le attrazioni della sfera su punti le di cui distanze sono pic- 
cole relativamente al raggio della sfera sono costanti poten- 
dosi dire che sono in ragione inversa del quadrato del rag- 
gio della sfera che finalmente le attrazioni d'una sfera per 
punti che si muovono dentro di essa, sono come la distanza 
del punto del centro. 

125. Trovitre la capra tra tutte quelle dello atea- 
ao perimetro, che ba 11 centro di graviti! Il più basso. 

Avevamo (§. 102) 

u =S“V 

Poinamo in queste X -+- c in luogo di X avremo 

»-> H'VgK-.W/Vg) • 


(*) 


adx 

K[(X~ e) 1 - a*] 


poiché il secondo integrale contenuto in U è la lunghezza 
della curva cercata , nc segue che I’ equazione (a) ser- 
virò a determinare tra tutte le curve della stessa lunghezza 
quella che corrisponde al massinto o minimo del primo in- 
tegrale cioè 



Se si dice l la lunghezza data, e comune a tutte le curve 
sarà 
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V (> 


a- 


condizione alla quale si soddisferà per mezzo della costante 
indeterminata c, che è stala introdotta nella forinola (a). 
Andiamo ora a risolvere il problema proposto. Siano A,C 
i ponti ai quali termina una corra qualunque posta al di 
sotto d’una orizontale che passi per A. Per A si conduca 
un asse orizzontale Ay' ed uno verticale Ax' secondo la 
gravità. Siano x' , y' le coordinate di un punto M della 
curva. Si dica x , la distanza del centro di gravità della 
curva qualunque AMC dall’asse Ay' sarà 

i*' =1! ^V' 1 '(^sp) 

ove b é il valore di x’ del punto C , ed l è lunghezza 
della curva cioè 


•-rv (’+!■>' 


quindi l'equazione differenziale della curva in cui I* inte- 
grale JXudx (§. 102) è un massimo o in cui é un mas- 




è dy — 


Tj- perchè nel nostro caso X = x' . 


9 Kt*' -e- *)» - C"] r 

Integrando ed avvertendo che nel nostro caso x', y' sono 
nulle allo stesso tempo sarà 


»'=«(- 


-Cj/Ux' -t-c ) 1 — c"h 
c-t- 1 / (e*— c' 1 ) / 
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_ y' 


(<*) 

x' -t-c-b- \Zl(x' e) 1 — c la ] = yt‘ 

Tacendo 

(1) 

c -+- v/(c a — e' 1 ) — y: 

si ricava 

eziandio 

.(«) 

x' -t -e — y/[(x'-4-c) a — c 1 ] = yV 

ponendo 

• 

(2) 

c — y/(c* — c' 1 ) =y’ : 


sommando le (a), (b) avremo 

y_ _ V 

(e) a! -+-c— i ye~-*- i , 

che sarà 1’ equazione della curva della proprietà doman- 
data. 

Per conoscere qual sia si supponga un punto di coor- 
dinate 

x' — b , y‘ = o . 

Si prenda poi una indeterminata s, e cambiamo le coor- 
dinate x', y in altre x, y talché sia 

x’ -*-c = — y , y’ =e —x , 

per questo cambiamento l’equazione (c) diventerà 

« _ c X 

(d) y—~ iye c ' . e cl — ly't~ e” 1 

La £ sia tale che dia l’equazione 

26 
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i _ i 

k' =y« cT , 

c sia — A il valore comune di queste due quantità ondo 
abbiasi 

« _ * 
yt c ' = — A , ye’ c ’ — — A . 

Avendosi da questa 77 — A’, 0 dalle (1) , (2) yy'=c n sarà 
k — <? e 1 ’equazionc (d) della curva diverrà 


y — iA(e* -t- e *) , 

che è (§. 136) l'equazione della catenaria. 

Eterei zìi. 


l.° Un punto materiale é animato da forza ripulsiva ebe 
lo spinge in ragione della potenza n. M " dal centro partendo 
dalla quiete, trovare la sua velocità c tempo giunto ad 
una distanza x dal centro. 

Sia [x la forza ripulsiva all’unità di distanza , cd x la 
distanza del mobile dal centro delle forze. 

Abbiamo 


d'onde 


udu — ixx"dx 



Essendo 



avremo 
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« = 



I—»* 

x~*~ 


2.° Un punto materiale è attratto verso un centro fisso da una 
forza inversamente proporzionale all' n"‘* potenza della 
distanza. Trovare qual deve essere il numero » affinchè la 
velocità che il mobile acquista venendo verso il centro 
da una distanza indefinita alla distanza a sia uguale a 
quella che avrebbe acquistato venendo da una distanza a 
1 

alla distanza . a. 

4 

Siano t>' la velocità acquistata nel primo moto, v' quella 
acquistata nel secondo , x la distanza del mobile dal cen- 
tro di attrazione, e fi 1' attrazione esercitata all* unità di 
distanza. 

Avremo 

dt! ti 

V . 

dx x* 

c da questa 



c per la seconda velocità t>" avremo 


2 n — 1\ a"- 1 


2[i / 4'- 1 



dovendo essere uguali le due velocità v\ «" avremo 


d’onde 


1 — 4 n-1 — 1 : 
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2 = 4"“' ; 2 = 2"“' 


che si verifica ponendo 2» — 2=1 da cui n= — . 

ii 

3.° Un punto materiale che si muove secondo una retta é at- 
tratto da una forra proporzionale alla distanza verso un 
centro che si muovo secondo la medesima retta con una 
velocità costante. Si conoscono le distanze iniziali a, a' dei 
due punti da uno fisso nella retta come anche le velocità 
iniziali /3, fi ! . Trovare la posizione del punto materiale in 
un tempo qualunque. 

Sia x la distanza del punto materiale dal punto fissato 
nella retta ad un tempo qualunque t, e fx l’attrazione al- 
l’unità di distanza. Servendosi dell’equazione 



avremo 
x — a 



-scn(< \Jil) 


(n 1 — a)cos(t }Jy .) . 


Se è tutto come nel problema antecedente, c solosi sup- 
pone ripulsiva la forza si troverà 

x=a-+-pt — [ v/fila— aV-(/3— 

-£ vW«— «')— <0 — PftktfT ‘ 

4.° Un corpo è attratto in ragione inversa del cubo della 
distanza verso un centro fisso, questo centro essendo attor- 
nialo da una atmosfera, la di cui intensità è inversamente 
proporzionale al cubo della distanza dal centro mentre la 
resistenza di questo varia come il quadrato della velocità. 
Determinare la velocità del corpo ad una distanza qualun- 
que del centro. 
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Sia n la distanza del mobile dal centro al principio del 
moto; dopo il tempo t questa distanza sia diventata x : k 
rappresenti la resistenza del mezzo per l’unità di velocità 
all’unità di distanza, e pi l'attrazione all'unità di distanza. 

Le forze essendo due dirette oppostamente e sulla me- 
desima retta abbiamo facilmente 

d’x pi k dx 1 

di x 5 x 5 di 2 

dalla quale, se si pone 


1 



si deduce 

d.v 1 kv*dx=z pu ìz , 

il cui integrale completo à 



5.° Una palla pesante, perfettamente clastica, cade da una 
altezza nota sopra un piano orizzontale, c rimbalza più volle 
di seguito in un mezzo omogeneo, la cui resistenza è pro- 
porzionale al quadrato della velocità. Determinare l’altezza 
alla quale la palla s’inalzerà dopo un dato numero di rim- 
balzi. 

Sia a, l'altezza iniziale da cui cade la palla, c general- 
mente a„ + , sia 1' altezza alla quale s’ inalza dopo n rim- 
balzi. Si dica B il volume della palla , p la sua densità , 
f>' quella del mezzo , e k la resistenza dello stesso mezzo 
per una velocità eguale all’unità. 

Il peso di un corpo in un mezzo pesante è uguale al 
peso di questo corpo nel ruoto diminuito del peso del mezzo 
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spostato; perciò se si considera la palla nella sua discesa, 
c so si prende il punto di partenza per origine della di- 
stanza x, l'equazione del moto sarà 


dv B go — Bgp' 

dx Iti 


kv\ 


dalla quale si ricava 


Quindi la velocità t>„ de| mobile all’istante del suo n"' 1 "" 
urto è data da 



Considerando ora la salita cbe sicguc questo urto n”"”° , 
e rappresentando per x l’altezza del mobile al disopra del 
piano, si troverà 


dalla quale 


dv 

v Tx-- 9 '- kv ^ 



n 2t 

-, « ) = «»+!• 

9 


E per l’istante nel quale principia l'ascensione si avrà 


( 2 ) 



■- 1 . 


Dalla coesistenza delle (1) e (2) si trac 


a„+. = 


1 

2 * 


log 


(n -t- 1 )e 2 *" i — » 

ne a *"i — fi — t- 1 
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per espressione del valore dell’ altezza del n ,,tm * rim- 
balzo. 

Se al principio la palla cadesse da un altezza grandissi- 
ma, ponendo a, =oc l'antecedente valore avrebbe per li- 
mite 


1 , n 


K qualora l’espressione generale si ponga sotto la forma 


* ,0g 


ika . 

(e — 1)-*- — 

n 

2 ka \ 

(« ’—i) - 

n 


nc risulta che 1’ altezza del rimbalso va diminuendo col 
crescere di n, c che tende al limite zero. 

6.* Un centro di attrazione è attorniato da un mezzo la cui 
densità varia colla distanza secondo una data legge , e la 
sua resistenza è proporzionale al quadrato della velocità. 
Determinare la intensità dell’attrazione di questo centro su 
di un punto materiale , affinchè questo abbandonato a se 
stesso impieghi sempre il medosimo tempo per giungere al 
centro qualunque sia il punto di sua partenza. 

Sia a la distanza del punto materiale dal centro attra- 
ente nell’istante in cui principia il moto ; dopo un tempo 
t questa distanza sia direnlanta x, F dicasi la forza attra- 
ente, e p la densità del mezzo, la quale dev’essere una fun- 
zione delta x. 

La forza attraente è diretta al centro, e la resistenza è 
ad essa opposta, dunque l’equazione del moto è 


do 

V Tx'' 


F -s-/»t> a . 
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Se questa si moltiplica per 2e~ J /P rfjr prende la forma 

d{ r' H V) =_2e' J/ ^Fd*, 

ed 

c~ 3 ff ,tl v 2 = — 2 fe~ 1 fP dx Ydx -t- costan. 

Si determina la costante colla condizione che sia o — 0 , 
quando x = a. Per comodo si ponga 


X = 2 J* V’/p rf 'F dx, A = 2 \J‘ 

nc risulta 


e -*fpd*Fdx , 


c quindi 

Se poniamo 

(») 

otterremo 


fpdx 

0=3 t \/(A — X) 


di = 


-fpdx 

e dx 

w=*) 


fpdx dX 

dx ’ 


di = 


dX 


P v/(A-X) ’ 

c la durata della caduta del corpo sarà data dalla forinola 


I 



dX 

P tfA-X) • 


Giacché il secondo membro deve essere indipendente dalla 
distanza iniziale a, o ciò che equivale , deve essere indi- 
pendente da A, 6 necessario che la quantità compresa sotto 
il segno f sia di grado zero rispetto A, X e dX. Perché 
questo si verifichi P deve essere una funzione omogenea , 
c di grado i per rapporto ad X ed A; ma per la (1) , P 
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è indipendente da A; dunque il solo valore che possa con- 
venire a questa quantità è 


P = 


J/X 

(3 ’ 


essendo fi una costante. 
Dopo ciò la (t) ci da 


dX 

^ ’ 

c perché X, ed x sono nulli nello stesso tempo sarà 


2/1 v/5-J; 




Elevando al quadrato c ponendo per X il suo valore troveremo 
wf; t-jfix Fdx = » 

Differenziando ed isolando F troviamo 


4fi 




e Sptsdx , 


onde data la legge della densità del mezzo si conosce la 
F. 

Lorquando p — 0, cioè quando ha luogo il vuoto perfetto 


F = 


4/3’ 


e lorchè p è una costante, il che ha luogo se il mezzo è 
omogeneo; è 


v= Wp( tfx - ì )- 
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diretta del quadralo della velocità. . . . » 319 a 336 
CAP. VIH.° Moto di «n punto materiale sopra una 
superficie e per ma curva. — 75. Forza centri - 
peta e centrifuga. - 76. Moto di un punto mate - 
riale sopra una data superficie. - 77. Formola 
della velocità - 78. Valore della pressione. - 
79. Caso in cui il mobile non è sollecitato da 
forze. - 80. Caso in cui il mobile è animato 
dalla sola gravità. - 81. Moto d' un corpo per 
una curva a semplice curvatura. - 82. Pressione 

del mohile contro la curva » 337 a 346 

CAP. IX .° Delle forze centrali. — 85. La curva de- 
scritta dal mobile per la forza centrale è a sem- 
plice curvatura perchè giacente in un piano che 
passa pel centro attraente. - 86. Relazione fra le 
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aree descritte dai ragni vettori cd i tempi che im - 
piegano a descriverle nelle forze centrali. - 87, 

Teoria delle forze ceotrali dedotta dalle leggi di 
Keplero. - 88. Conseguenza dedotta dalla seconda 
. legge di Keplero. - 89. Riflessione sul risulta— 
mento antecedente. - 90. Conseguenza ’ dedotta 
dalla terza legge di Keplero. - 91. Si risolve il 
problema inverso all'antecedente. - 89. Analisi 
dell’equazione antecedente. - 90. Spiegazione del 
doppio segno del secondo membro. - 91. Integra- 
zione dell’equazione differenziale della traiettoria.» 337 a 337 
CAP. X.* Molo dei punti pesanti sopra linee. - 92. 

Molo per la lunghezza di un piano inclinato. - 
93. Oscillazione del pendolo. - 91. Caso in cui 
l’equazione del tempo del pendolo è integrabile in 
forma finita. - 93. Casi del risiiltainenti). - 9fi. 

Caso utile alla pratlica pel quale si può integrare 
l’equazione differenziale del tempo del pendolo.- 
97. Discesa di un punto materiale pesante per la 
concavità di un arco cicloidale. • 98. La sola ci- 
cloide è curva tautocrona. - 101. Il tautocronismo 
della cicloide per qualunque arco, c del circolo 
per archi piccoli si può provare senza le integra- 
zioni. - 102. La cicloide è la curva per la quale 
discendendo un grave impiega il minimo tempo. » 3S7 a 372 
CAP. XI. 0 Moto dei sistemi. — 103. Principio did'A - 
lemberl.-lOl. Espressione delle forze del moto in 
equilibrio fra loro. - 105. Equazioni generali del 
moto dei sistemi ricavate dalle condizioni dell’e - 
quilibrio delle forze. - 106. Si considera I' equi - 
librio del moto progressivo delle forze applicate 
ed effettive. - 107. Moto del centro di gravità. - 
108. Si considera il moto di rotazione fra le forze 
applicate ed effettive. 109. Caso in cui la somma 
dei momenti delle forze applicate fe nulla. - 110. 

Proprietà geometrica ricavata dal molo del sistema. - 

111. Equazioni delle forze vive 372 a 383 

CAP. Xll.° Aiolo di rotazione di un stilema inva- 
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righile intorno ad un asse. — Ila. Equazione 
del moto rotatorio. - 113. Applicazione alla bi - 
lancia. - 114. Noto il momento d’ inerzia rispetto 
un asse che passa pel centro di gravità, si trova 
il momento d' inerzia rispetto un altro asse qua- 
lunque parallelo al primo e di data distanza~- 
115. Caso della rotazione d’un corpo pesante in - 

torno all'asse » 383 a 388 

CAP. XIII. 0 Determinazione del momento d'inerzia dei 

corpi di figura geometrica 389 a 393 

APPENDICE. — 123. Espressione dell’attrazione di un 
corpo qualunque sopra un punto materiale. - 134, 
Applicazione all'attrazione della sfera. - H5. Tro- 
vare la curva tra tulle quelle dello stesso peri- 
metro, clic ha il centro dì gravità più basso. -E - 
sercizii ■> 394 a hU 
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